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Ispitivanje strukture kristala rentgenskim zrakama 

ANTUN BONEFACIC, Zagreb 


Polikristali i monokristali 

Veci dio tvari oko nas, na primjer stijenje i metali, su polikristali. To znaci 
da su sastavljeni od mnostva sitnih kristalnih zrnaca (dimenzije 10'4— 10 cm). Rje e 
nailazimo u prirodi na kristale samce ili monokristale. Monokristali se odlikuju 
pravilnoScu svog oblika, glatkim i ravnim plohama, bridovima i simetrijom. Pravi m 
vanjski oblik odraz je unutarnjeg svojstva kristala, pravilne raspodjele atoma u 


kristalu. 


Prostorna reSetka i elementarna celija kristala 
>sobina kristala, po kojoj se oni bitno razlikuju od drugih tvari, jeste 
kristalu. Atomi, ioni ili molekule rasporedem su pra- 
kristala, oni Cine prostornu reSetku. Tu prostornu 
sagradena od mno§tva pravilno poredanih, sicupnih 
b i c i kutovima a, P i Y- Jed an takav paralepiped 
nazivamo elementarnom celijom kristala. 




Osnovna 

periodiCki raspored Cestica u 
vilno unutar Citavog prostora 
resetku mozemo zamisliti da je 
paralepipeda sa stranicama a. 



rakteriziraju elementarnu Celiju kristala 
nazivaju se parametri. 



Elementarnu Celiju oblika kosokutnog paralepipeda nazivamo triklinskom. Ako 
je pak <x = r = 90* ceUja je monoklinska. Celija oblika pravokutnog paralepipeda 
naziva se rompska, ako je pak a = b =*= c, ona je tetragonska (si. 1.). Ako je a - b # c 
i a = p = 90°, a r = 120* 6elija je heksagonska. Najjednostavnija je kubiCna celija, 

koja ima oblik kocke. 

U elementarnoj Celiji moie se nalaziti mnogo atoma. Odredivanje strukture 
kristala sastoji se u odredivanju koordinata svih atoma u elementarnoj celiji. 
Elementarne celije pravilno se niiu u kristalu, pa znamo li polozaj atoma u jednoj 
elementarnoj celiji, poznata je time i cjelokupna struktura kristala. 
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Kristal kao difrakciona resetka za rentgenske zrake 

Difrakcionom ill optifckom resetkom nazivamo u optici niz pukotina. Te puko- 
tine mo,gu biti kakva bilo oblika, mogu biti urezane na kakvom bilo zastoru, bitno 
je da se pravilno ponavljaju. Ako je period ponavljanja (ili konstanta resetke) d, 
iz optike je poznato da se maksimumi svjetlosti javljaju pod kutovima koji zado- 
voljavaju jednadzbu 

d sin cp = X 

Period resetke d odreduje mjesto gdje se nalaze maksimumi, a oblik pukotine 
odreduje iritenzitet maksimuma. 

No i obrnuto, pojavu difrakcije moze se iskoristiti za proucavanje strukture 
resetke na kojoj se zrake difraktiraju. Mjerenjem razmaka linija difrakcije moze se 
naci period resetke (uz poznatu duzinu vala X), a iz intenziteta pojedinih linija moze 
se izvesti zakljucak o strukturi mjesta na kojem se zrake difraktiraju. 

Vidjeli smo da je kristal u stvari prostorna resetka koju sacinjavaju atomi. 
Mjesto da promatramo raspored atoma ili iona u kristalnoj resetci mozemo proma- 
trati raspored njihovih elektronskih oblaka, jer se rentgenske zrake rasprsuju ba§ 
na elektronima. Na si. 2. prikazana je gustoca elektrona (broj elektrona na 1 A ? ) 
paralelno bridu kristala kamene soli. Maksimum elektronske gustoce oznacava centar 
atoma. Veci maksimum pripada atomu klora, manji atomu natrija. Period elektronske 
gustoce u tom pravcu je 5,6 A, t.j. na svakih 5,6 A ponavlja se isti raspored elektron- 
ske gustoce kao na si. 2. 

Graficki ne mozemo prikazati elektronsku gustocu elementarne celije, no kad 
znamo da se elementarna celija prostorno ponavlja, slicnost i razlika izmedu kristala 
i opticke resetke je ocevidna, Kristal je difrakciona resetka u kojoj se ista »pukotina« 
ponavlja ne u jednom, vec u tri smjera. Ulogu »pukotine« preuzima ovdje elemen- 
tarna celija kristala. 

Razlika izmedu opticke i kristalne re§etke je prvo u tome sto se opticka resetka 
prcstire u pravcu ili ravnini, a kristalna resetka je prostorna resetka. Druga razlika 
je u velifcini perioda s kojim se ponavlja pukotina opticke resetke i »pukotina« 
(elementarna celija) u kristalu. Period opticke resetke ima dimenziju reda velicine 
kojoi pripada valna duzina vidljive svjetlosti, dok je kristalna resetka idealna difrak- 
ciona resetka za rentgenske zrake. Ta misao sinula je prvi put 1912. god. Laue-u, 
tada docentu teorijske fizike na Munchenskom sveucilistu. Na osnovi njegove zamisli 
izveli su Friedrich i Knipping pokus kojim je prvi put dobivena difrakcija rentgen- 
skih zraka na kristalu. 

Mjerenje parametara elementarne 6elije kristala i odredivanje polozaja atoma 

u elementarnoj celiji 

U kristalu mozemo zamisliti niz ploha koje prolaze £vorovima resetke. Udalje- 
nost medu susjednim plohama u smjeru normale nazivamo meduplosnom udaljenoscu. 
Kada snop monokromatskih rentgenskih zraka padne na kristal, difraktirane rent- 
genske zrake dobit cemo samo onda, kada je neki niz kristalnih ploha postavljen pod 
kutom koji je dan Bragg-ovom jednadzbom 

nX = 2d sin © 

gdje je n cijeli broj koij oznacuje red refleksije, X valna duzina upotrebljenih rent- 
genskih zraka, d meduplosna udaljenost. 

Eksperimentalno se moze izmjeriti kut © i iz gornje jednadzbe izracunati 
meduplosne udaljenosti u kristalu. Iz till podataka mogu se izracunati velicine bri- 
dova elementarne celije, a iz optickih mjerenja mogu se odrediti kutovi medu tim 
bridovima. 
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U na j j ednostavni j im slucajevima, odredivanjem parametara elementarne cell] 
odredena je i struktura kristala, jer se iz simetrije celije moze zakljucitigdje se a omi 
nalaze. No ako u elementarnoj celiji ima mnogo atoma, a celija mje kubicna, odre- 
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SI 3. a) Krivulje jednake elcktronske gustode, koje prika- 
zuju polo£aje atoma jedne molekule naftalina. 
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SI. 3. b) Struktura formula molekule naftalina 


divanje kristalne strukture je mnogo kompliciranije. Osim mjerenja smjera difra i- 
ranih zraka potrebno je mjeriti i njihov intenzitet. Na osnovu eksperimentalno lzmje- 
renih intenziteta diffaktiranlh zraka, moze se dugotrajnim racunanjem naci raspored 
elcktronske gustoce u kristalu. Elel^troni 


su koncentrirani oko atoma. Tamo gdje je 
elektronska gustoca najveca, znaci da se 
nalazi atom s' najvCcim rednim brojem, 
t. j. s najvecim brojem elektrona. 



SI. 3.c) Elementarna celija kristala naftalina. 



SI. 4. Ogibna slika rentgenskih zraka na kristalnoj re- 
§etci iivinog sulfata po L,aue*ovoj metodi. Difrakcione 
pjege podijcljene dvjema, medusobno okomitim ravni- 
nama simetrije, odaju rombsku simctriju kristala. 


Na primjer u kristalu naftalina C 10 H a bio je izmjeren intenzitet nekoliko stotina 
difraktiranih zraka. Iz tih podataka bila je nadena elektronska gustoca u ! svim to6- 
kama elementarne celije. Na si. 3a prikazan je presjek elektronske gustoce proveden 
kroz centre atoma jedne molekule naftalina. Elektronska gustoca prikazuje se na isti 
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naCin kao i visina gorja na geografskim kartama. Jedna linija povezuje mjesta' iste 
elektronske gustoce, kao sto na geografskim kartama jedna linija povezuje mjesta iste 
nadmorske visine. »Visina« maksimuma proporcionalna je broju elektrona u atomima. 
Atomi ugljika imaju svaki po sest elektrona, atom vodika samo jedan elektron. 
Deset jakih maksimuma, to je deset atoma ugljika. Osam slabih maksimuma (izvu- 
fceni crtkano) oznaCuje polozaje osam atoma vodika. Strukturna formula molekule 
naftalina C 10 H 8 prikazana je na si. 3b. Na si. 3c prikazana je jediniCna Celija kri- 
stala naftalina. 




Metode rentgenske strukturne analize 

Vidjeli smo da je za odredivanje strukture potrebno mjeriti kut 2 0, kojeg Cine 
difraktirane zrake sa zrakama koje su pale na kristal kao i intenzitet tih difrakti- 
ranih zraka. Ta se mjerenja 
mogu vrsiti razlidtim meto- 
dama. Najstarija i najpozna- 
tija je fotografska metoda, 
gdje istovremeno pada na film 
mnogo difraktiranih zraka. Taj 
se film naziva rentgenogram. 

Postoji vise metoda snimanja 
rentgenograma, od kojih su 
najpoznatije: Laueova metoda, 
metoda rotirajuceg kristala i 
metoda praska. 

Kcd Laueove metode upo- 
trebljava se »bijela« rentgen- 
ska svjetlost, t. j. rentgenske 
zrake koje sadrze razli&te du- 
zine vala. Takve zrake padaju 
na kristal koji miruje i na 
njemu se difraktiraju. Na si. 4. 
prikazana je ogibna slika po 
Laueovoj metodi na monokri- 
stalu iivinog sulfata. Laueova 
metoda danas se koristi uglav- 
nom samo za odredivanje si- 
metrije kristala. 

Kod metode rotirajuceg 
kristala, kristalografska os za- 
tvara stalan kut s monohro- 
matskim snopom rentgenskih 
zraka. Kristal polagano rotira 
oko osi i uvjet difrakcije is- 
punjava se redom za pojedine 
plohe. Ako rotacija nije pot- 
puna, vec kristal samo oscilira 
u nekom kutnom podruCju go- 
vori se o metodi oscilacije. U oba slucaja na cilindriCnom filmu poredaju se difrak- 
tirani maksimumi u nizove. Mjerenjem razmaka nizova na rentgenogramu moze se 
izraCunati veliCina brida elementarne celije. Na slid 5. prikazan je oscilogram 
rmonokristala zivinog sulfata. 


SI. 5. Ogibna slika monq- 
kromatskih rentgenskih zra- 
ka na monokristalu iivinog 
sulfata, koji je oscilirao za 
vrijeme snimanja oko jedne 
kristalografske osi. 


SI. 6. Ogibna slika kristalnog iivinog 
sulfata. 
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Za metodu praska Hi Debye-Scherrer-ovu metodu, kako se naziva po pronala- 
zacima, nije potreban monokristal, vec se moze ispitivati kristalni prasak. Rentgenske 
zrake padaju na fine kristalne Sestice koje sacinjavaju prasak i orijentirane su u 
svim smjerovima. Monohromatski snop 
rentgenskih zraka difraktirat ce se na 
kristalicima koji su orijentirani tako da 
zadovoljavaju Bragg-ovu jednadzbu. Di- 
fraktirane zrake sacinjavaju konus koji 
presijeca fotografski film u obliku prste- 
na. SI. 6. prikazuje debajgram kristalnog 
praska zivinog sulfata. 

Metoda praska nije pogodna za od- 
redivanje strukture, no vrlo se mnogo 
upotrebljava u razlicite svrhe, narofcito za 
analizu pojedinih tvari. Svaka vrsta kri- 
stalne tvari, zbog njoj svojstvenih medu- 
plosnih razmaka, daje naime svoj karak- 
teristiSni sistem linija. Kao sto se svaki 
6ovjek moze prepoznati po otiscima svo- 
jih prstiju, moze se svaka kristalna tvar 
prepoznati po svom debajgramu. Dovo- 
ljan je miligram tvari, koja i nakon ana- 
lize ostaje nepromijenjena, §to nije slu- 
£aj kod kemijske analize. Na taj nafcin 
ispituju se razlicite metalne legure, boje, 
fluorescentne prevlake, produkti korozije, 
neCistoce u metalima, a to su samo neke 
od mnostva primjena te metode. 

Pored fotografskog registriranja difraktiranih rentgenskih zraka u novije doba 
sve se vise upotrebljava mjerenje difraktiranih zraka pomocu brojaca. Na si. 7., pri- 
kazan je uredaj sa Geiger-Miiller-ovim brojacem. koji se u tu svrhu upotrebljava 
u rentgenskom laboratoriju »Ruder Boskovic« u Zagrebu. 

I. Napomena: 

Slike 4.. 5. i 6. snimljene su u rentgenskom laboratoriju Instituta »Ruder Bosko- 
vic« u Zagrebu. 

II. Napomena: 4 

Op§irnije o upotrebi rentgenskih zraka vidi: D. Grdenic, Rentgenske zrake u 
nauci i tehnici, Zagreb (1948) (izdanje knjiznice »Prirode«), i 
D. Grdenic, Rentgenska strukturna analiza kao najmotoiji mikroskop, Almanah 
»Boskovic« za 1951. godinu. 

Povecanje tacnosti resenja jednacina nadenih 
grafickim putem 

NIKOLA LJ. ClRlC, Pirot 

A) Mnogi teoriski i prakticni problemi svode se na neku jednacinu, algebarsku ili 
transcendentnu*, cija resenja pretstavljaju i resenja odgovarajuceg problema. Iz toga razloga 
je regavanje jednacina posebno vazan zadatak matematike. Metode za reSavanje jednacina 
su raznovrsne i treba znati da ne postoji neka univerzalna metoda, neki sablonski postupak 

• JednaSine se dele na algebarske i transcendentne prema tome koje su raCunske operacije primenjene nad 
argumentom. 



SI. 7. 
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koji uvijek dovodi do rezultata. Sve postojece metode ipak mozemo svrstati u dve osnovne 
grupe: metode koje daju tocne rezultate, i koje se u veoma ogranicenom broju slucajeva 
mogu primeniti* i metode koje daiu priblizbne vrednosti resenja — priblizne metode — koje 
se primenjuju u ogromnoj vecini slucajeva. U srednjoj skoli upoznali smo se delimicno sa 
obema metodama. Kod linearnih* kvadratnih* bikvadratnih, binomnih kao i nekih trigonome- 
trijskih jednacina dolazili smo do tacnih resenja putcm izvesnih obrazaca koji su re§enja tih 
jednacina izrazavali pomocu njenih koeficijenata. Resavajuci kvadratne jednacine grafickom 
metodom vidjeli smo kako se njcna resenja mogu priblizno odrediti. Upravo je baS graficka 
metoda jedna od pribliznih. 

Zadrzimo se na grafickoj metodi jer je ona osnov mnogih pribliznih metoda. Naime, 
ako treba xesiti jednacinu / ( x ) = 0, onda cemo najpre u koordinatnom sistemu XOY kon- 
struisati grafik funkcije y = / (x). Resenja jednacine f (x) — 0, kao sto znamo su one vred- 
nosti argumenta x za koje je funkeija y = f (x) jednaka nuli (nule funkcije). Prcma tome* 
apscise zajednickih tacaka grafika funkcije y =/ (x) sa OX osom predstavljaju resenja date 
jednacine f (x) = 0. 

Cesto je prilikom grafickog reSavanja jednacine f (x) = 0 zgodno funkeiju y — / (x) 
napisati u obliku razlike dve funkcije* tj. f (x) — f x (x) — / 2 (#). Ako je f(£) = 0, onda je i 
/, (5) — / 2 (0 = 0 tj. f x (£) = / 2 (£), sto znaci da su resenja jednacine <f(x) = 0 one vrednosti 
jc — a za koje je /, (x) = f 2 (x), dakle* to su apscise zajednickih tacaka krivih linija y =f 1 (x) 
i y — f 2 (*)• Prema tome, treba konstruisati grafike funkeija y = f x (x) i y = f 2 (*) pa izmeriti 
apscise njihovih zajednickih tacaka. Te apscise su trazena resenja jednacine f (x) = 0. Ovo je 
veoma vazno jer je lak§e konstruisati grafike funkeija v = f l (x) i y — f 2 (x) nego grafik fun- 
kcije y — f (x) — f x (x) - f 2 (x). 

Sa kojom cemo tacnoscu odrediti grafickim putcm re§enja jednacine zavisi od tacnosti 
ertanja.** Ova tacnost uglavnom ne moze biti zadovoljavajuca. Pored toga nedcstatak ove 
metode je u tome sto se resenja jednacine ne mogu odrediti sa unapred zeljenom tacnoscu, 
na pr. sa tacnoscu od 10 -1 ili 10“ 2 . Graficka metoda je osnov nekim pribliznim metodama 
kojima se tacnost resenja nadena grafickim putem moze povecati, upravo pomocu kojih se 
resenja mogu odrediti sa unapred zeljenom tacnoscu. 

B) Pretpostavimo da treba resiti jednacinu / (x) = 0. Najpre cemo konstruisati grafik 
odgovarajuce funkcije y = f(x) i uociti deo AD tog grafika sa raznih strana ose OX* dakle 
u blizini njegove presecne tacke sa osom OX (slika 1). Sa grafika vidimo da se resenje 5 
nalazi izmedu apscisa a i b tacaka A i B* tj. a <l<b. 

Posto je ovaj interval veliki to je tacnost sa kojom je resenje £ odredeno sasvim ne- 
dovoljna. Pokazimo kako se tacnost moze povecati. 

U tu svrhu napisacemo jednacinu secice koja 
prolazi kroz tacke A [ a * / (a)] i B [b, f (6)] krive 

y =/(*}: 

y - f (?) = (* - a ) (l) 

b — a 

Stavljajuci sada u jednacinu (1) y = 0 dobijamo 
apscisu presecne tacke secice (1) sa osom OX, 
tj. 

a-f(b) -b-f(a) 

f (p) — f (a) U 

je priblizna vrednost re§enja E, i a < £i < b. 
Formula (2) se obicno zove regula falsi. 

NapisavSi sada jednacinu secice koja prolazi 
kroz tacke 4 [a, / (a)] i B x [£ l? / C^)], ako tacke A 
i B x leze sa raznih strana ose OX (kao na slici 
1), ili kroz tacke B[b,f(b)] i B x [£„ f (h)], ako 
tacke B i B v le^e sa raznih strana ose OX* i stavljajuci u njoj y = 0, dobicemo sledecu 
pribliinu vrednost ^2 resenja jednacine f (x) = 0, tj. 

, c _ a -f(P i) - -f(a) /Vv 

" AW-/(«) (3) 



** GrafiCkom metodom se odreduju samo realna reJenja. 
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Interval (a, b ) u kome se nalazilo resenje E je sada suzen na interval ( a , £ t )> odnosno 
ij\ tj a < e < b ili l,<l<b. Ako nas i ovaj rezultat svojom tacnoscu ne zadovoljava 
postupak treba ponoviti. Ponavljanjem ovog postupka inteival u kome se nalazi resenje c ice 
manji a samim tim i tacnost resenja veca. 

Metoda ponavljanja izracunavanja, pri kojoj svako dalje izracunavanje iskoriscava rezultat 
prethodnog, u matematici se zove metoda uzastopnih aproksimacija, ill metoda lteracije u slu- 

caju ponavljanja istog postupka. # # 

Kod izlozene metoda (mozemo je nazvati metoda regula falsi) . karakteristicno je to a 
se luk krive zamenjuje odgovarajucom secicom, prema tome 1 presecna tacka luka kme pre- 
secnom tackom secice. Ukoliko je razlika apscisa krajnjih tacaka Juka man, a utoliko >e secua 
kraca a presecne tacke luka i odgovarajuce secice sa OX osom blize. 

C) Pokazacemo na dva primera kako se ova metoda primenjuje. 

Primer 1. Resiti jednacinu x 2 - sinx = 0. Resenja ove jednacine su apscise preseemh 
tacaka krivih , = sinx (slika 2). Kao sto se sa slike vidi ova jednacina imadvare- 

senja: jedno resenje je x, = 0, a drugo resenje x se nalazi izmedu 0,8 . 1, tj. 0,8 < x < I. 
Piimenom metode regula falsi mozemo gra- 


nice intervala, u kome se nalazi x 2 suziti. 
Odredimo na pr. x 2 sa taSno§cu od 10 

/ (x) = x 2 — sin x 

f (0,8) = 0,8 2 - sin 0,8* = - 0,07 < 0, 

/( 1) = l 2 - sin 1 = 0,16 > 0. 


PoSto su /( 0,8) i /( 1) razlicitog znaka to 
se reSenje x 2 zaista nalazi izmedu 0,8 i 1 . 
Pomocu formule (2) mozemo sada naci pri- 
bliino resenje 


„ 0,8 • /(l) — 1 

5i = — 


■WS.0,86 


/(l) -/(0,8) 

Po§to je 

/ (0,86) = 0,86 2 - sin 0,86 = - 0,0182 < 0, 
to se resenje x 2 nalazi izmedu 0,86 i 1, 

dakle 0,86 < x 2 < 1. Kako je pak /[(0,86 + l)/ 2 l =/(0,93) = 0,93 2 
je 0,86 < x 2 < 0,93. Primenimo li ponovo formulu (2) dobicemo; 

0,86 •/( 0,93) - 0,93 •/( 0,86) 



SI. 2 


sin 0,93 = 0,0633 > 0, to 


0,87 


- /(0,93) - / (0,86) 

Kako je /( 0,87) = - 00074 < 0, to je 0,87 < x 2 < 0,93. Fosto je pak 

/ [(0,87 + 0,93)/ 2 ] = / (0,90) = 0,0267 > 0, to je 0,87 < x 2 < 0,90. 

Nademo li sada i /[(0,87 + 0,90)/ 2 ] - /(0,88) = 0,0037 > 0, zakljucujemo da je 0,87 < x 2 < 0,88. 
Dakle, sada je resenje x 2 odredeno sa tacnoscu od 0,01 = 10“ 2 kao sto smo i zelili. l-ovecanje 
tacnosti resenja se ovim putem moze nastaviti prema potrebi. Na primer, u ovom slucaju 
dalje bi bilo: 


s 3 = 


0,87 • /(0,88) - 0,88 •/( 0,87)^ 


« 0,8738, itd. 


/(0,88) - /( 0,87) 

Primer 2. ReSiti jednacinu /(x) = x 3 — 2x — 5 = x 3 — (2x — 5) = 0- ReScnja ove jed- 
nacine su apscise presecnih tacaka krivih y = x 3 i y = 2x + 5. Sa slike 3 vidimo da je traJeno 
resenje x = 2. Ako izracunamo /( 2) i / (2, 1 ) videcemo da je /( 2) = — 1 < 0, a /(2,1) = 
= 0,061 > 0, dakle 2 < x < 2,1. Na osnovu formule (2) bice dalje: 




2 - / ( 2 , 1 ) - 2,1 •/( 2 ) 

/(2,l)-/(2) 


~ 2,0943. 


• Za odredivanie vrednosti trigonometrijskih funkeija apstraktnog argumenta iitaoc se moze posluziti 'I ablicom 
goniometrijskih funkeija ugla u radijanima, koja se nalazi na str 170-171 u Numer. l log. tabl. V. MiSkovica. 
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Kako je / (£,) = / (2,0943) = — 0,0028 < 0 to je 2,0943 < x < 2,1. Dalje je 
e 2,0943 •/( 2,1) - 2,1 • /( 2,0943) 

/(2,l)-/(2,0943) 

S obzirom da je /(£j) = /(2,0946) = 0,00054 > 0, to je 2,0943 < x < 2,0946, pa je dalje: 
2,0943 • /(2,0946) - 2,0946 •/ (2,0943) 





2 09455 

/ (2,0946) — / (2,0943) 

Sa ovom vrednoScu mozemo biti zadovoljni, pa kao pri- 
blifcnu vrednost trazenog resenja uzeti x = 2,09455. 

D) Pored metode regula falsi, kod koje se luk krive zame- 
njuje odgovarajucom secicom, za povecanje tacnosti resenja jedna- 
cina nadenih grafickim putem upotrebljava se i takozvana N jut- 
nova metoda kod koje se luk krive zamenjuje tangentom. 

Pretpostavimo da treba re- 
siti jednacinu f (x = 0). Kao i kod 
prethodne metode najprije bismo 
konstruisali grafik funkcije y=f(x). 

Neka je zajednicka tacka grafika 
i OX ose P (5, 0). Uocimo tacku 
u bli zini tacke P, 
povucimo u njoj tangentu i odre- 
dimo apscisu x t njene presecne 
tacke sa OX osom (slika 4). Jed- 
nacina tangente u tacki P o je 

y - /(*, o) = /' (*<>) (* ~ *»)> 

dakle je za y = 0 

/(* o) 


X, = — 


( 4 ) 



/'(*, o) 

Formula (4) daje pribliSnu 
vrednost resenja Sada bismo 
u tacki P 1 [x 13 f (x{j\ povukli tan- 
gentu pa na isti na£in na§li apcisu x 2 njene presecne tacke sa OX osom, itd. Na ovaj na£in 
dobijali bismo sve pribliznije vrednosti *k tiazenog reSenja 5- 

E) Neka fitalac primeni metodu regula falsi na ovim primerima : 

1. sinx — l/x = 0; 2. cosx = 5x; 3. logx — sinx = 0; 4. x 3 — x — 2 = 0. 


Analiticko i geometiisko resavanjc nekih iracionalnih 

jednacina 

DRAGlSA STEVANOVlC, Zrenjanin 

Jedna£ine koje sadrze nepoznatu pod ma kakvim korenom nazivaju se iraci- 
ondlnim jednaZinama. 

Izlozioci tih korena mogu biti ma kakvi brojevi, ali mi cemo resavati samo 
iracionalne jednacine u kojima se javljaju iskljucivo kvadratni koreni. Takve jedna- 
cine mogu da sadrze samo jedan, dva, pa i vise kvadratnih korena, kao naprimer 
ove: 

}x — 5 — 2 = 0, |/jc — 1 — \ x -4=1 i J/4;c + 1 + j/x 4- 2 = ^ x -f 3 . 

Resavanje takve jedne jednacine, svodi se, kvadriranjem obeju strana, na jednu 
racionalnu jednacinu , koja se naziva rezolventnom jednadinom date iracionalne 
jednacine. 


i 
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Pitanje je sad da li se kvadriraVjem obeju strana neke jednadine dobija ekvi- 
valentna jednacina datoj jednadini. 

Da bismo na ovo pitanje odgovorili, poci, cemo, naprimer, od ove jednadine 

(1) A = B, 

gde su A i B izrazi koji sadrze nepoznate. Ako obe strane ove jednadine kvadri- 
ramo imademo 

(2) A 2 = B 2 . 

Za svako resenje jednacine (1) A i B imaju jednake numeridke vrednosti; isto tako 
njihovi kvadrati, sto znaci da je i jednacina (2) zadovoljena. Obratno, za svako 
resenje jednacine (2) A 2 i B 2 imaju jednake numeridke vrednosti, tj. A 2 — B 2 = 0 
ili (A + B) (A — B) =0. 

Kako je proizvod jednak nuli ako je bilo koji dinilac nula, poslednja jednacina 
se svodi na jednacine 

(3) A — B = 0 i (4) A + B = 0. 

Iz (3) imamo A = B, znaci jednacina (1) je zadovoljena. Ali, iz (4) imamo A = B, 

te jednadina (1) nije zadovoljena. Jednacina (4) se dobija (1) promenom znaka na 

desnoj strani. Dakle, jednacina (2) nije ekvivalentna jednadini (1). Jednacina (2) 
sadrzi sva resenja jednacine (1), ali ona moze sadrzati i druga, a to su resenja 

jednacine A = — B, ako ih ima. ^ 

Prema tome, dizanjem na kvadrat obeju strana date jednacine ne dobija se 
ekvivalentna jednacina, nego se tom operacijom uvode jos nek i koreni, koji se na- 
zivaju stranim korenima date iracionalne jednacine. 

Zbog toga, pri resavanju iracionalne jednadine moramo uvek proveriti da li 
resenja odgovarajuce racionalne jednacine zadovoljavaju i datu iracionalnu jedna- 
dinu. Na primerima cemo pokazati o demu treba voditi racuna pri resavanju iraci- 
onalnih jednacina. Istovremeno cemo resavati iracionalne jednadme anahticki i geo- 
metriski. Uzecemo u obzir najjednostavnije sludajeve, naime ove: 

1. Jednadine oblika V A + B = 0, gde je A lin^ama funkcija, a B broj, ili A 
linearna funkcija i B linearna funkcija. 

Primeri. 1. Resiti jednadinu V x + 1 — 2 = 0. 

Uzmimo u obzir samo aritmeticku vrednost kvadratnog korena. Resimo datu 
jednadinu prvo analiticki. Imamo ]/ x + 1 = 2. Ako obe strane ove jednadine digne- 
mo na kvadrat, dobicemo racionalnu jednadinu x + 1 = 4, odakle je x - 3. Prove- 
rimo tacnost dobijenog resenja. Posto smo uzeli u obzir samo aritmetidku vrednost 
korena mora biti x + 1 > 0, tj. *> — 1. Broj 3 zadovoljava ovaj uslov, prema tome 
on je koren date jednadine. 




ReSimo sad geometriski datu jednadinu. Stavimo y — [/ x + 1 — 2 i konstru- 
iSimo grafik ove funkcije. Mora biti x + 1>0, tj. x> — 1. Iz si. 1 vidimo da grafik 
funkcije y= 1/ x -ML — 2 sede osu x u tacki M cija je apscisa 3. Dakle, funkcija 
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y = [/x -f 1 — 2 ima nulu za x = 3, prema tome jednaSina ]/ x -f 1 — 2 = 0 ima jedan 
koren x = 3. 

2. Resiti jednacinu 1 x + 1 + 2 = 0. Iz same strukture jednacine mozemo za- 
kljuciti da je ova jednaSina nemoguca, tj. ona nema resenja, jer zbir dva pozitivna 
broja ne moze biti jednak nuli. Do istog zakljucka mozemo do6i ako je resimo i ana- 
liticki i geometriski. Imamo V x + 1 = — 2. Ako obe strane ove jednaSine kvadri- 
ramo, dobicemo racionalnu jednaSinu x -f 1 = 4, odakle je x = 3. Medutim, broj 3 
nezadovoljava datu jednacinu. Ako konstruisemo grafik funkcije y = }/x+14-2 
(si. 2), vidimo da njen grafik ne sece osu x. Dakle, funkcija y = |/ x + 1 -f 2 nema 
nula, a jednacina V x + 1 4-2 = 0 nema re§enja. 




Napomena. Jednacina V x 4- 1 4- 2 = 0 se zove »konjugovana jednacina« jedna- 
Sine |/ x -f 1 — 2 = 0. 

3. Re§iti jednacinu x — 1 = \ f x + 5. Ako obe strane ove jednacine kvadriramo 
dobicemo jednacinu x 2 — 3x — 4 = 0, cija su resenja Xi= 4,X2= — 1. Samo prvo rese- 
nje zadovoljava datu jednacinu. Drugo resenje zadovoljava njoj konjugovanu jedna- 
cinu x — 1 = — \' x + 5. Da bismo datu jednacinu x — 1 = ]/ x + 5 resili geometriski^ 
stavimo y = x — 1 i y = V x + 5. Grafik funkcije y — x — 1 je prava, a grafik funk- 
cije y = y x + 5 je kvadratna poluparabola (si. 3). Mora biti x + 5 > 0, tj. 
x > — 5. Iz slike 3 vidimo da prava sece krivu u tacki M Sija je apscisa x = 4. Prema 

tome jednaSina x — 1 = 1 x + 5 ima koren. 




Da bismo resili drugu jednacinu konstruisimo grafike funkcija y = x — 1 i 
y = — / x -f 5 (si. 4). Iz slike 4 vidimo da se ova dva grafika seku u tacki M cija 
je apscisa x = — 1. Prema tome, jednacina x — 1= — 1 / x + 5 ima koren. 


4. ReSiti jedna£inu x — 2 = V 3x — 8. Analitkiko resavanje daje dva korena 
x 1 =• 3 i x 2 = 4. Oba korena zadovoljavaju datu jednacinu. Konstruisani grafici 

funkcija y = x — 2 i y = I 3x — 8 (si. 5) seku se u dvema taikama i M 2 5ije 

su apscise Xi = 3 i x 2 = 4. 

Konjugovana jednaCina x — 2 = — fix — 8 nema korena. Na slici 5 tackasta 
kriva y = — \' 3x — 8 ne se£e se sa pravom y = x — 2. 


5. Resiti jos jednaCinu x — 2 — \ 2x - 
koren x = 3. Iz slike 6 vidimo da se grafici 
u tacki M, cija je apscisa x = 3. 

Konjugovana jednaCina x — 2 = — 
— )/2x — 5 nema resenja. 

Na osnovu resenih primer a iracional- 
nih jednacina oblika | A + B — 0, gde su 
A i B linearne funkcije, mozemo da ti sle- 
deci zakljutak o broju korena, tj. mogu 
biti tri slucaja: 1. jednacina ima dva real- 
na korena, 2. jedan realan koren i 3. nema 
koren. 

2. Uzmimo sad u obzir iracionalne 

jednacine oblika + \' A + ^6 + 0 = 0, 
gde su A i B linearne funkcije, a C broj. 


-5. Analiticko resavanje daje dvostruki 
funkcija y = x — 2 i y = V 2x — 5 diraju 



Primeri. 1. Resiti jednacin u l' x + 1 + ^ x — 2 = 3. S astavim o i tri konjugo- 
vane jednadine: \ x + 1 — ]/ x — 2 = 3, — ' x + 1 + lx 2 — 3, j/ x + 1 

j/ x 2 = 3. Ako svaku od ovih jednacina dvaput kvadniramo dobicemo racio- 

nalnu jednacinu x — 2 = 1, odakle je x = 3. Broj 3 je koren samo prve jednaiine, a 

stran je koren za konjugovane jednaCine. 

Da bismo resili geometriski jednacinu V x + 1 + 1 x — 2 = 3, napisimo je ova- 
ko y'x — 2 = 3 — l/x + 1 i konstruisimo grafike funkcija y= V x — 2 i y = 3 — 

y l (si. 7). Ova dva grafika seku se u ta£ki M 6ija je apscisa x = 3. Dakle» 

jednadina \ f x + 1 + ^ x — 2 = 3 ima resenje. 



Iz slike 7 vidimo da je: AB grafik funkcije y— \ x — 2, AC grafik funkcije 
y = — 1 x — 2, PS grafik funkcije y = 3— j/'x+l i PQ grafik funkcije y = 3 + 
+ [/ x +' l. Iz ove slike mozemo zakljuciti da konjugovane jednacine date jedna- 
tine nemaju resenja. 
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2. Resiti jednafcinu ]/ 2x — 4 — |/ x + 5 » 1. Imamo / 2x — 4 = 1 + / x4*5 
Ako obe strane ove jednacine dvaput kvadriramo dobicemo racionalnu jednacinu 
x a_24x + 80 * 0, £iju su koreni Xi = 20 i x 2 = 4. Samo prvi koren zadovoljava 
datu jednafcinu, a drug! koren je stran koren. Lake se moze uveriti da je on koren 
konjugovane jednacine — ]/ 2x — 4+j/x + 5 = l. Ostale dve konjugovane jedna- 
£ine nemaju resen j a. 


Konstruisimo sad grafike funkeija y = V 2x — 4 i y = l+j/x + 5 (si. 8). 
Dakle, geometriski smo dobili isto resen je, kao i analiti£ki. 


2. Resiti jednacinu V 2x + 3 — / 



— 2 = 2. Posto ovu jednacinu napisemo 

drugaeije ovako ]/2x + 3 = 2 + /x — 2 
i obe njene strane dignemo na kvadrat 
dobicemo, posle svodenja, jednacinu 4 • 
• j/x — 2 = x + 1, ekvivalentnu datoj. Ako 
obe strane ove poslednje jednacine dig- 
nemo na kvadrat, dobicemo, pri uslovu 
x — 2 > 0, ekvivalentnu jednacinu x 2 — 

— 14x + 33 = 0 , ciji su koreni xi = 11 i 

x 2 = 3. Obe vrednosti x zadovoljavaju uslov 
x — 2 0, prema tome one su koreni date 

iracionalne jednacine. 


Konstruisimo sad grafike funkeija y = V 2x + % i y = 2 + I x — 2 (si. 9). Iz 
grafika vidimo da smo dobili ista resen j a, kao i analitifcki, tj. Xi = 11 i x 2 = 3. 

Na osnovu reSenih primera iracionalnih jednacina oblika ±)^A±|/b + C = 
= 0, gde su A i B linearne funkeije i C broj, mozemo dati ovaj zakljucak o broju 
korena, tj . mogu biti tri slucaja: 1. jednacina ima dva realna korena, 2. jedan realan 
koren i 3. nema koren. 


Keplerovi zakoni 

MIRKO RADIC, Slav. Pozega 


Nakon sto je Kopernik razorio vjeru da je Zemlja srediste svemira, njegova 
nauka zapocela je svoj pobjedonosni, ali i trnoviti put, put koji karakterizira naj- 
vecu duhovnu revolueiju. »Medu svim otkricima i uvjerenjima«, pise Goethe, »vje- 
rojatno ni jedno nije izvrsilo veceg utjecaja na ljudski duh od Kopernikove nauke.« 

Danas nam izgleda cudno, da je moralo proci gotovo 300 godina da se u vati- 
kanskom indeksu preertaju djela Kopernika i njegovih nasljednika. Ne cemo se 
ovdje upustati u dobro poznato pitanje kako je Kopernik zamislio kosmos. Spomenut 
cemo samo da se uskoro Kopernikove kruzne staze planeta nisu najbolje slagale 
s iskustvom, sa sve finijim i finijim metodama opazanja. Pokazalo se da su prave 
staze planeta mnogo zamrsenije. U neku ruku Kopernikova nauka zapada u krizu. 
Na temelju golemog rada, kako svojeg, tako i Tiho de Braheovog dugogodisnjeg 
opazanja i proucavanja, Kepler dolazi do rezultata da staze planeta nisu kruznice, 
wee elipse — krivulje ovima vrlo srodne. U zaristu elipse nalazi se Sunce, spojnica 
planeta i Sunca u jednakim vremenima opiSe jednake plohe, a kvadrati ophodnih 
vremena odnose se kao kubusi velikih poluosi. U ta tri zakona obuhvaceno je sve 
opazanje toga doba. Mi cemo se ovdje, makar i u kracim ertama, upoznati s geni- 
jalnom Keplerovom metodom pronalazenja tih zakona. 
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Promatramo li sa Zemlje nikada ne vidimo pravi polozaj nekog planeta, vec 
samo u kom se pravcu on s vremena na vrijeme vidi sa Zemlje, koja 1 sama izvodi 
gibanje oko Sunca nepoznate vrste. Kepler je uvidio da bi trebalo najprije pronadi 
gibanje same Zemlje. Otkriti to gibanje bilo bi naprosto nemoguce, kad bi postojala 
samo Zemlja, Sunce i zvijezde stajacice, a ne bi bilo drugih planeta. U tom sludaju 
moglo bi se ustanoviti samo pri- 
vidno gibanje Sunca prema zvije- 
zdama stajacicama, naime da svi 
pravci Zemlja-Sunce leze u cvrstoj 
ravnini prema tim zvijezdama i da 
prividna brzina Sunca u podrucju 
tih zvijezda nije u svako doba go- 
dine jednaka, ali da je uvijek jed- 
naka kad dode Sunce u isti polozaj 
prema zvijezdama. Brugim rijeci- 
ma, da je brzina rotacije spojnice 
Zemlja-Sunce, uvijek jednake ve- 
licine kad Sunce dolazi u isti po- 
lozaj prema zvijezdama stajacicama (pravac pokazuje prema istoj zvijezdi stajadici). 
Prirodna je dakle zbog toga bila pretpostavka, da je putanja Zemlje zatvorena. 
Ali, kako cemo sada vidjeti, ipak je bio ogroman problem s kojim se je Kepler 
suocio u trazenju pravog oblika te putanje, pravog oblika staze. Pomocu planeta 
Marsa, cije se je vrijeme ophoda oko Sunca (trajanje Marsove godine) poznavalo, 
Kepler je uspio i to najprije empirijski da otkrije stazu Zemlje. 

Uzmimo, da se u mekom momemtu Sumce, Zemlja i Mars nalaze na jedmom 
istom pravcu. U taj momenat gledamo li Mans sa Zemlje, vidimo ga u odredenom 
polozaj u, recimo P, medu zvijezdama stajacicama (si. 1.). Zabiljezimo taj polozaj 
u zvijezdu. Nation izvjesnog vremena (jedne Marsove godine), Mars ce opat doci u 

taj polozaj, ali ce Zemlja biti na drugom 
mjestu svoje putanje, recimo u tocki Z'. 
Uzmemo li SM kao stalnu, (inace proizvolj- 
rio veliku) osnovicu, buduci da se kutovi 
a' i P' daju mjeriti, mozemo konstruirati 
trokut SMZ'. Tako je odreden Z', jedan 
polozaj Zemlje u taj das, naime jedna tod- 
ka njezine staze. Nakon slijedece Marsove 
godine, Mars opet dolazi u taj polozaj, 
dok Zemlja dolazi u neki drugi polozaj, 
recimo Z". Na isti nacin odredimo i taj 
polozaj, dakle jos jednu tocku Zemljine 
staze i t. d. Kad je dobio dovoljan broj 
tocaka staze, nastalo je pitanje o kakvoj 
se tu krivulji radi, kakvih je svojstava ta krivulja. Trebalo je pretpostaviti kri- 
vulju izvjesne zakonitosti, a onda na ogromnom materijalu ispitivati. Ako se nije 
slagalo trebalo . je pretpostaviti neku drugu krivulju i opet ispitivati, dok se na- 
pokon nije ustanovilo da mora biti elipsa. Da su staze i drugih planeta elipse, 
Kepleru u principu sada nije bilo tesko pokazati, jer je poznavao u svako doba 
pravi polozaj Zemlje. Sta vise za pristalice Kopernikova sustava to je bilo i ra- 
zumljivo. No ipak, recimo da se radi o Marsovoj putanji. Uzmimo da se Mars u 
odredeni momenat nalazi u tocki M, a zemlja u Z (si. 2.). Kako odrediti oijegov 
pravi polozaj u taj cas? Tim polozaj em odreden je tout a, dakle i pravac ZM. Nakon 



si. 2. 
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jedne Marsove godine an dolazi opet u taj polozaj, dak ce Zemlja bifci u nekom 
drugom polozaju, recimo u Z'. Polozaj Marsa jednoznacno je odreden sjecigtem 
pravca ZM i Z'M. Tu se pruza mogucnost, da vec u taku jedaie Marsove godine do- 
bijemo njegovu stazu. Da su staze planeta elipse bio je Keplerov prvi i najvazniji 
zakon. Sto se tice II. Keplerovog zakona, Kepler je zaista mjerio plohe sto ih spoj- 
nica planet — Sunce u jednakim vremenima, na pr. za mjesec dana, opi§e i na§ao 
da su povrSine tih ploha jednake. Napokon godine 1618. dolazi na ideju, da nade 
kvadrate, kubuse i t. d. duljina velikih osi elipsa, §to ih opisuju pojedini planeti. 
To isto uCinio je i s vremenima ophoda pojedinih planeta i primijetio da kvadrat 
vremena ophoda podijeljen s kubusom duljine velike poluosi ima istu vrijednost 
za svaki pojedini planet. Primijetimo ovdje, da Kepler nije poznavao prave uda- 
ljenosti izmedu pojedinih planeta i Sunca, dakle ni pravu udaljenost Zemlje od 
Sunca. Te su mnogo'kasnije odredene. On je poznavao samo relativne udaljenonsti 
u odnosu na udaljenost Zemlje od Sunca, kao jedinicne udaljenosti. 

Ova tri zakona, koja odrazavaju cudesnu harmoniju u gibanju planeta oko 
Sunca u jednoj vrlo kratkoj i preciznoj formi, ipak ne zadovoljavaju princip kauza- 
liteta (uzrocno shvacanje toga kretanja). Tim zakonima nedostaje tumacenje uzroka 
i veza, kojima su posljedica bas takva gibanja. Ti zakoni odnose se na gibanje u 
cjelini, a ne na to kako iz jednog stanja gibanja nastaje slijedece. To su tri mate- 
matski formulirana nezavisna pravila bez unutarnje veze. 

Sto je to, sto po tako jednostavnim zakonima ravna gibanjem planeta, kakva 
je to sila, Sto proizvodi takva gibanja, bilo je pitanje, koje je lebdjelo i pred 
Keplerom gotovo cijeli njegov zivot. Tek Isaacu Newtonu je uspjelo, da rijesi taj 
problem. Newton si je postavio zadatak da odgovori na pitanje postoji li mozda 
neki zakon koji bi nam omogucio, da iz poznavanja stanja gibanja (polozaj a i 
brzine) planeta u jedno vrijeme (momenat), izracuna njegovo stanje gibanja za 
bilo koji momenat unapred ili unazad. Takvi zakoni nazivaju se diferencijalnim 
za razliku od integralnih, kao Sto su u ovom slucaju Keplerovi zakoni. Tom veleumu, 
koji je mehaniku postavio na Cvrste osnove (sjeti se triju osnovnih zakona-aksioma 
mehanike) bilo je jasno da takav zakon mora postojati. Ali matematika njegova 
vremena nije bila na takvoj visini, da bi mu omogucila da to izvede. Morao je 
posegnuti za novom metodom, otkriti novu, tzv. infinitezimalnu metodu, temelj 
svekolike moderne matematike. »Mozda je to,« kaze Einstein, »najveci misaoni 
korak, koji je ikada jedan Covjek mogao da napravi.« 

Na osnovu sistematske analize Keplerovih zakona, Newton u astronomiju uvodi 
silu kao uzrok. Kako je poznato, matematska formulacija te sile (zakona, ina£e po- 
znatog pod imenom zakon opce gravitaoije) dana je izrazom: 


gdje je M masa jedinog (obi£no centralnog) tijela, m rnasa drrugog tijela, r njihova 
medusohna (centralna) udaljenost, a G t. zv. kanstanta gravitacdje. Kako se vidi 
uzajaimno djelovanje dvaju tjelesa vrlo jednostavno zavisi o masama tih tjelesa i 
njihovoj medusobnoj udaljenosti. Velicinu toga djelovanja mjerimo silom, koja se 
definira kao umnozak mase i akceleracije. Poznavanjem sile mozemo izracunati 
akceleraciju. Kako se razabire akceleracija planeta ima smjer prema Suncu, a 
njena velicina obrnuto je razmjerna kvadratu udaljenosti planeta od Sunca. Lako 
se razabire, da ovako dinamicko tumacenje gibanja, sadr2i u sebi strogi princip 
kauzalnosti. Poznavanjem polozaja mozemo izracunati uzajamnu silu, dakle i akce- 
leraciju. Poznavanjem prave brzine, mozemo za svako tijelo izracunati pomak u 


15 


slijedecem, gotovo beskonadno malom djelicu vremena, a pocetnom akceleracijom 
brzinu, koju de tijelo imati na kraju tog djelica vremena. Dakle na kraju tog djelida 
vremena opet poznajemo polozaj i brzinu za svako tijelo. Nastavljajudi tako dalje 
mozemo, bar u principu, za svako vrijeme unaprijed (a i unazad) izracunati polozaj 
i brzinu tih dvaju tjelesa. Specijalno, ako jedno tijelo ima mnogo vecu masu od 
drugoga, a Pocetna mu je brzina nula, mozemo bar za jedno relativno krade vrijeme 
uzeti da se njegov polozaj nije osjetno promijenio. Onda ce samo manje tijelo 
izvoditi gibanje i to bag tako, da dee njihova spojnica (radijvektor) u jednakim 
vremenima opisivati jednake plohe, 1 a staza gibanja, ako je zatvorena, mora biti 
nuzno elipsa. Sto se tide III. Keplerova zakona, nalazi se da je 

T t 4tt 2 

h? = GM’ 

gdje je a velika poluos elipse, a T vrijeme ophoda. Dodajmo da se vrijednost desne 
strane potpuno slaze s iskustvom, naime s omjerom do kojeg je dosao Kepler astro 
‘„Lcim opazanjem. .SavrSeno slaganje motranja l teorije bio je ttojveo tn- 
Newtonove mehanike« <1. Supek). 

Na kraju primijetirno kako nam se to sve kroz skolu ipak cini jasmin i ra 
zumljivim, da si teSko mozemo i predoiiiti smionost i velidinu Newtonove ideje^ 
da je gibanje planeta oko Sunca shvatio kao padanje tijela na Zemlju i da se to 
gUoanja zbiiaju pod djelovanjem jedne isle univerzalne sile, s.le teze odnosno 
gravitacije iz iskus.va nam toko dobro poznate. Ne samo to. Eezultat. dobtven 
proudavanjem gibanja dvojnih zvijezda nedvojbeno govore, da taj zakon 
za cijeli svemir. 


Kako nastaju elektricni naboji u grmljavinskom oblaku 

Boiena Volaric , Zagreb 

Svojom velidanstvenom, a istodobno i zastraSujucom pojavom grmpavinski pro- 
eesi oduvijek su privladili ljudski urn i budili u njemu interes, da odgoneta tajnu 
njihova postanka. Stoga nije dudo, sto su se kroz decenije mnogi istrazivadi iz razn 
zemalja ogledali na tom polju i trazili uzrok ove najimpozantnije prirodne pojave 
lako se dosta rano, ved 1699. god. javila misao, da munja u biti predstav ja v e ' 
elektridnu iskru, ipak se ta slutnja potvrdila tek sredinom 18. stoljeca. Tim otkricem 
ucinjen je prvi korak u istrazivanju elektricnih procesa u atmosferi. Nedugo iza oga 
spoznalo se, da u prirodi pored grmljavinskih, postoje jo§ i neke 
Doiave Medutim sve ostale prirodne elektridne pojave za razliku od grml avinskih, 
odvllaju se s asvim nedujno, bez sjaja i buke. Radi toga ih ljudska osje^a msu u 
staniu zapaziti ved samo specijalni, vrlo osjetljivi instruments Tako na pr. kroz 
atmosferu neprekidno tede vertikalna elektridna struja. Srednja gustoca ove struje 
iznosi 3 2 • 1016 po cm2. Osim toga u atmosferi stalno postoji r elektricno polje koje 
je Pri normalnim uvjetima usmjereno prema povrSini Zemlje. Kao srednja vnjednost 
jakosti elektridnog polja atmosfere uzima se 130 V na jedan metar. 

Prema danasnjim uspjesima nauke na podrudju atmosferskog elektri ^ 

grmljavinski se procesi smatraju izvorom i pokretacem ^ VeCin Llku koii se prlma 
atmosferi. Sjediste grmljavina nalazi se redovno u olujnom oblaku, koji se prema 

LTernacionalnoj klasifikaciji naziva cumulonimbus. Ovaj se oblak odlikuje veoma 

r^ id i na primier ANTIC-BRECEVIC : FIZIKA ZA VI. RAZRED GIMNAZIJE (str. 207.) 
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snaznim vertikalnim razvojem. Baza mu se obicno nalazi na visini od 500—1 000 m 
iznad tla, dok vrh oblaka moze zahvatiti granicu troposfere t. j. visinu od 9 000 do 
12 000 m. 

Unutar cumulonimbusa odigravaju se vrlo burni procesi, koji stvaraju velike 
kolicine elektricnih naboja. Grmljavinski oblak se moze prema tome shvatiti kao 
elektricni generator. Podaci klimatoloske statistike o cestini grmljavinskih pojava 
pokazuju, da se svakog sata prosjecno na cijeloj Zemlji zbiva oko 1 800 grmljavina, 
dok svake sekunde zabljesne u atmosferi oko 100 munja. Iz toga izlazi, da grmlja- 
vinski generator gledan u svjetskom razmjeru djeluje neprekidno, bez odmora i pre- 
daha. Grmljavinske pojave dakle pored toga sto stvaraju, jos i odrzavaju elektricno 
stanje atmosfere. Stoga se moze reci, grmljavine su ne samo najizrazitiji, vec i naj- 
vazniji dio elektricnog zbivanja u atmosferi. 

Sada, nakon sto je prikazana uloga grmljavina u atmosfersko-elektricnim pro- 
cesima, trebalo bi opisati kako dolazi do stvaranja grmljavinskog elektriciteta. Na- 
zalost se jos ni danas usprkos tolikih istrazivanja ne moze dati sasvim tocan i odre- 
den prikaz, jer je vrlo tesko i pogibeljno vrsiti direktna ispitivanja unutar cumulo- 
nimbusa, a narocito za vrijeme oluja. Ipak je uspjelo prouciti prilike, koje vladaju 
u ovom gigantskom oblaku. Pracen je njegov razvoj od samog pocetka nastajanja 
pa kroz snazno bujanje do konacnog raspadanja. Pokazalo se, da unutar cumulonim- 
busa djeluje vise procesa, koji proizvode elektricne naboje. Tesko je reci, koji.je 
od njih glavni proizvodac grmljavinskog elektriciteta, jer su u tom pogiedu skoro 
svi jednakopravni. Svaki od njih mogao bi bez daljnjega preuzeti glavnu ulogu kod 
proizvodnje elektricnog naboja. Pojedini su istrazivaci promatrali ove procese sa 
raznih gledista i glavninu proizvodnje pridavali raznim procesima. Na taj nacin 
nastalo je vise teorija o stvaranju grmljavinskog elektriciteta. Najpoznatije medu 
njima iznijet cemo ovdje u kratkim crtama. 

Jedna od najstarijih jest Wilson-Gerdienova teorija kondenzacije, koja je dugo 
vremena igrala veliku ulogu kod tumacenja pocetne faze grmljavinskog naboja. Kao 
osnova za ovu teoriju posluzilo je Wilsonovo otkrice, da u potpuno cistom zraku 
kondenzacija vodene pare moze nastupiti na ionima, t. j. elektrifcki nabijenim Cesti- 
cama. Znaci, ioni u ovom slucaju djeluju kao kondenzacione jezgre. Medutim kon- 
denzacija na ionima moze nastati tek kod izvjesnog prezasicenja vodene pare. 
Stupanj prezasicenosti ovisi o predznaku iona. Negativni ioni zahtjevaju relativnu 
vlagu oko 400%, dok pozitivni oko 600%. U uzlaznoj struji zraka, koja je karakte- 
risticna za cumulonimbus, stvore se najprije negativno nabijene kapljice. Uslijed 
svoje tezine one zaostaju u dizanju iza pozitivnih iona ili cak pocinju padati. Kap- 
ljice s pozitivnim nabojem nastaju kod jos ja£eg stupnja prezasicenosti vodene pare 
t. j. istom u vecim visinama. Prema tome gornji dio oblaka sacinjavaju pozitivno 
nabijene kapljice, dok se baza oblaka sastoji od negativno nabijenih kapljica. Ako 
su meteoroloski uvjeti povoljni, sto znaci cist, vlazan i dovoljno ioniziran zrak uz 
jaka vertikalna strujanja moze po ovoj teoriji doci do znatnog nagomilavanja isto- 
imenog elektriciteta u pojedinim dijelovima oblaka. Uslijed toga se stvore ogromne 
razlike potencijala, koje tada vode do elektricnog praznjenja — do munja i gromova. 

Ova je teorija konafcno zabaCena, jer zahtijeva zrak bez kondenzacionih jezgara 
ili drugim rijecima: zrak potpuno ociscen od prasine, dima, cade, kristalica soli i 
ostalih higroskopskih cestica. Medutim taj uslov gotovo nikada nije ispunjen, kako 
pokazuju mnogobrojna mjerenja vrsena na raznim visinama u atmosferi. 

Godine 1909. pojavljuje se Simpsonova teorija , koja postanak grmljavinskog 
elektriciteta tumaci pomocu Lenardova efekta. Kod naglog rasprskavanja kapljica 
javlja se elektriSki nab'oj, kako je to doazkao fiziSar Lenard. Stoga ova pojava nosi 
njegovo ime. Uzrok za stvaranje naboja kod rasprskavanja kapljica lezi u dvostru- 
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kom elektriSnom sloju kapljice Svaki zi ^ a G n^eno nabijwije. Otrgnute Sestice naime 
sicusne Sestice sa povrsine kaplpce ^ Ve6i ostatak kaplje tada 

odnose sobom naboj iz vanjskog ® ot fgnute cestice. Predznak naboja 

se suprotno nabija, nego sto su nabxjene sitne, otrgnut vanjski 

ovisi o kemijskim svojstvima rasp [ s ^ e entice negativno elektriSne, dok su 

SI kaplja 0 krutu P0dl0gu - stoga 

se Lenardov efekat naziva jos 1 »efekat P valova o obalu takoder se 

Za burnog vremena, pri snaznom zapl ^>™ ^dznacima. Vanjski elek- 
javlja ovaj efekat. All u ovom sluSaju sa izm^ obrnu ti redosljed nego kod 

tricni sloj na povrsini kapljice morske vo m0 rske vode pozitivno 

k - ir— ::r,a, NaU * ostatak r asp, 

struje zraka, koja prolazi mimo np . promienama u brzini strujanja. U 

jer se Lenardov efekat Javlja bas . pn uzlazne struje zraka, koje na mahove 
grmljavinskom oblaku zaista P° s 9 ^ ^ mora brzina strujanja iznositi najmanje 
struje. Da nastupi Lenardov efek \ tiyanja su po kazala, da strujanje zraka 

je ov^r, vrijednosti. Izmjerene brzine ver- 

aS “ce P t 

puno je izoblice. bla oslabila, ponovno ojaiana rialeti 

pri tome teoma stanji. 3 > ,1 • • : -nrobiie njen gomji, istanjem 

l slijedeceiri trenutku A*- negativno 

u oa„o Se .*« „ *-». 

ostatak kapljice ostaie “2 bazu 0blaka *^da pre”> a u s dovode d0 stva ranja 

IP «™ t~™« tec ooeTprSorno edvajaju oba e.ek.rleiteta « 

laran oblak, koji prikazuje slijedeca slika. 

Izmedu pojedinih podruSja u kojima „ 
su koncentrirane velike koliSine elektri- . 
citeta, kao i izmedu oblaka i povrsine 
Zemlje stvaraju se napetosti potrebne za ^ 
izbijanje elektriSne iskre. Tako dakle na- f 
staju munje, koje izjednaSuju te napetosti. , 

Pomocu ove teorije moze se sasvim > 
dobro rastumaciti naboj kod jakih k' sa ' 
pljuskova, sto i eksperimenti potvrduju, a 1 
nedostaje tumaSenje za jednolike 1 mirne 
kiie Njihov naboj naprotiv veoma lijepo 
objaSnjava Elster-Geitelova teorija mfluen- 5 injenici, da se u atmo- 

Sle.KilS'kii: na svom putu kroz a.cnosteru tato 



si 1. Skica cumulonimbusa s clcktriinira nabojima i 

munjama. 
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SI. 2. Odvodcnjc clcktriinog 
naboja s vece kaplje nakon 
sudara 


zene su djelovanju tog polja, te postaju elektriCno polarizirane. Pri normalnom 
smjeru polja influencira se negativni naboj na gornjoj polovmi kapljice, dok se r.a 
donjoj polovini smjestio naboj pozitivnog predznaka. Kadi svoje razlicite velicme 
kanliice ki§e padaju razltttim brzinama. Vece padaju brze, dostizu manje 1 s njima 
se sudaraju. Prilikom sudara jedan dio influenciranog naboja s donje strane.vece 

kaplje prelazi na manju kapljicu, koja ga nakon odbijanja 
Ip od vece kapi odnosi sa sobom. 

I Kapljice se na taj na£in razlicito nabijaju: vece nega- 

tivno, a manje pozitivno. Zbog gravitacione sile one se me- 
dusobno sve vise udaljuju. Dolazi dakle do prostomog odva- 
janja razlicito nabijenih kapljica. Manje, koje sporije pa- 
daju sve viSe zaostaju ili ih 5ak zrafcne struje otpremaju u 
gornje dijelove oblaka. Za to se vrijeme krupnije kapi 
spuste vec znatno nize i zapreme donji dio oblaka. Takova 
prostorna raspodjela elektriCnog naboja vodi do pojacanja 
vec postojeceg elektrrtnog polja u atmosferi. Oblak prema 
tome djeluje kao masina za influenciju. 

Schumann je poblize ispitao pojave, koje nastaju prili- 
kom sudaranja razlifiito velikih kapljica u elektrifnom polju. 
Na temelju tih eksperimenata on je nesto dotjerao i izmi- 
jenio Elster-Geitelovu teoriju influencije. Prema Schumannu kod sudara moze 
nastati dvojaka situacija, sto ovisi o veli6ini manje kapljice. Ako je njen promjer 
manji od Va mm, tada se obje kaplje sliju u jednu bez ikakova elektninog efe ta. 
Naprotiv, u koliko je promjer manje kapljice ve6i od Va mm, pn sudaru se na 
gornjoj strani vece kaplje odcijepe malene fcestice, koje sa sobom odnose mfluen- 
cirani naboj. Pri normalnim uvjetima taj je naboj negativan. Ve<h ostatak kap je 
nosi tada pozitivan naboj. Schumann je ovaj proces fotografirao, a Mache ga ]e 
za vrijeme oborina direktno motrio. 

Medutim ni ova teorija nije potpuno zadovoljila. Godine 1929. pojavila se Wil- 
sonova teorija influencije, koja se takoder temelji kao i Elster-Geitelova teorija na 
djelovanju vec postojeceg elektri£nog polja u atmosferi. I u ovom slucaju su kap- 
liice kise ili oblaka elektricno polarizirane. Stoga Wilson pretpostavlj a, da ce po n- 
rizirane kapljice elektrostatskim silama djelovati na atmosferske ione, kojih uvi]ek 
ima u atmosferi u vecim ili manjim kolicinama. Ioni putuju kroz atmosferu pod 
utjecajem njenog elektrifinog polja. Smjer kretanja ovisi o predznaku lona. Pozitivm 
se ioni pokrecu u smjeru elektricnog polja, t.j. oni pri normalnom elektridnom 
polju atmosfere putuju prema povrsini Zemlje. Negativni ioni idu u suprotnom 
smjeru, t. j. prema gore. Kapljice padajuci kroz atmosferu susrecu ione obaju pred- 
znaka. Negativni ioni dolaze im u susret, posto se oni uspinju. Kapljice ih elektro- 
statskim silama privlaSe, jer se na njihovim donjim stranama nalazi P ozltl J nl 
influencirani naboj. Pozitivne ione naprotiv odbijaju, kada ih u padu sustizu. Me- 
dutim. ako su kapljice kise vrlo malene, s radiusom oko 1/100 do 1/1000 mm, tada 
one sporije padaju nego sto se pozitivni ioni pokrecu prema Zemlji. Sada dakle 
ovi pozitivni ioni sustizu kapljice, koje ih uz ovakove okolnosti privlace posto su 
prema njima okrenute gornjom stranom na kojoj se nalazi negativni influencirani 
naboj Malene se kapljice prema ovoj teoriji pozitivno nabijaju, a vece negativno. 
Polaritet oblaka bio bi prema tome obrnut nego sto kaze prva koncepcija Simpsona 
o rasporedu naboja. U gornjim dijelovima oblaka sada bi bio koncentriran pozitivan 
naboj a uz bazu oblaka negativan naboj. Danas se uglavnom prihvaca raspodje a 
elektritnog naboja u cumulonimbusu prema Wilsonovom gledi§tu uz neke male 

nadopune. 
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Ipak se ni ova teorija nije u potpunosti odrzala, premda je medu stanjim, 
naprijed iznesenim teorijama izgledala kao najvjerojatnija. Medutim svim starijim 
istrazivaSima nedostajali su podaci iz trece dimenzije, jer su u to doha visinska 
istrazivanja bila prilicno oskudna. Nakon prolijetanja kroz grmljavinski oblak s je- 
drilicama i avionima dobila se sasvim druga slika o procesima, kao i o rasporedu 
elektriCnog naboja unutar cumulonimbusa. Pokazalo se zapravo, da je oblak tnpo- 
laran, kako je' vec i Simpson bio ustano- 
vio pri kraju svojih istrazivanja. Novije 
glediste o strukturi grmljavinskog oblaka 
u pogledu smjeStaja elektrifcnog naboja 
prikazano je na slijedecoj skici. 

Granicno podrucje izmedu gornjeg po- 
zitivnog i donjeg negativnog naboja lezi 
oko izoterme —10° C ili kod jos nizih tern- 
peratura. Istrazivanja su nadalje pokazala, 
da se u ovom podrucju odvijaju vrlo ak- 
tivni procesi elektrizacije. Ova Cinjenica 
naprosto je dovela u pitanje sve dotadas- 

nje teorije o postanku grmljavinskog elektriciteta, jer su one sve redom zahtijevale 
prisutnost vodene faze t.j. kapljica vode. Sada je naprotiv prevladalo misljenje, 
da prva uoiiljiva manifestacija elektridnog naboja u oblaku poCinje sa stvaranjem 
kristala leda. 
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SI. 3. Raspodjela ekktri£nih naboja i struja zraka u 
cumulonimbusu 


Dotadasnje teorije nisu se mogle dovesti u sklad s novim rezultatima istrazi- 
vanja. Tako nastaju nove teorije, koje traze vezu izmedu stvaranja oborina i po- 
stanka grmljavinskog elektriciteta. 

Godine 1940. pojavljuje se Findeisenova »teorija k rhotina leda«, koja je izgra- 
dena na temelju prouCavanja mikrofizikalne strukture oblaka. Davno poznata *inje- 
nica, da postoji uska veza izmedu nastajanja oborina i poCetnih procesa elektrizacije 
u grmljavinskom oblaku, potakla je Findeisena, da u tom pravcu usmjeri svoja 
istrazivanja. Nakon mnogobrojnih eksperimenata uspjelo mu je dokazati, da su pro- 
mjene agregatnih stanja vode popracene elektricnim efektom. Pri nastajanju leda 
uvijek se javlja pozitivni elektricni naboj bez obzira da li led nastaje sublimacijom, 
t.j. direktnim prelazom vodene pare u led, ili naglim smrzavanjem prehladenrh 
kapljica vode pri dodiru s ohladenim tijelom. U ovom posljednjem slutaju usta- 
novljeno je narodito jako pozitivno nabijanje. Odnos nabijanja pri sublimaciji i smr- 
zavanju prehladenih kapljica stoji u omjeru 1 : 1000. Isparavanje leda, t. j. direktan 
prelaz leda u vodenu paru, takoder je popraceno elektricnim djelovanjem, ali su- 
protnog predznaka nego u prva dva slucaja. Sada se naime javlja negativm naboj. 
Jaiina nabijanja i opet je znatno jaca nego kod sublimacije, tako da stoji u omjeru 
10 : 1. Naprotiv proces kondenzacije, kao ni topljenje leda, nisu vezani uz ovu pojavu 
elektricnog naboja. 

Nabijanje pri navedenim procesima Findeisen objasnjava otkidanjem malih 
krhotina s povrsine ledene £estice. Pri tome se raskida dvostruki elektricni sloj na 
£estici leda. Findeisen kaze, da se te krhotine uz povoljno osvjetljenje mogu i prostim 
okom vidjeti. Kod sublimacije procijenjen je broj otkinutih krhotina na oko 30 u 
sekundi. Smrzavanjem prehladenih kapljica na Sesticama leda stvara se nejednoliki 
plast leda, sto izaziva unutrasnje mehanicke napetosti. Brzem zaledivanju kapljica 
odgovaraju vece mehanicke napetosti unutar ledenog plasta. Uslijed tih napetosti 
jo§ lak5e se mogu otkidati krhotine s povrsine ledene fcestice. Ipak se otkidanje tih 
krhotina nije moglo ustanoviti optifckim putem. 
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SI. 4. Mikrofizikalni razvoj nesimetri£no izgradenog 
cumulonimbusa 


Sva tri procesa: sublimacija, isparivanje leda, a narocito naglo zaledivanje 
prehladenih kapljica, desava se u velikoj mjeri u cumulonimbusu. Moze se dakle 

s pravom pretpostaviti, da su ovi pro- 
cesi od izvanrednog znaCenja za jako i 
naglo stvaranje elektriCnih naboja u 
oblaku. 

Na slijedecoj skici prikazano j© 
grupiranje procesa u pojedinim dijelo- 
vima oblaka. 

lako se pri tim procesima stvara- 
ju razlicito nabijene Cestice, oblak kao 
cjelina ostaje elektriCki neutralan sve 
dotle, dok Cestice nisu prostorno odvo- 
jene. Tek nakon medusobnog odvajanja 
Cestica, sto je posljedica njihove razli- 
Cite brzine padanja odnosno njihove 
razlicite mase, koncentrira se elektriCni 
naboj istoga predznaka na odredeni prostor i oblak se elektriCki nabija. Raspored 
naboja u cumulonimbusu izvod* ^indeisen iz mikrofizikalne grade oblaka, kako se 

moze vidjeti na slijedecoj skici. 

U podrucju kondenzacije praktiCki 
i nema naboja. ElektriCno nabijanje u 
oblaku zapocinje na mjestu, gdje u uz- 
laznoj struji zraka nastaju prve Cestice 
leda i to bez obzira da li su one na- 
stale sublimacijom ili zaledivanjem 
prehladenih kapljica. U pocetku, ove 
cestice leda zadrzavaju se u istom di- 
jelu oblaka zajedno sa sitnim krhoti- 
nama, koje su se otkinule s njihovih 
povrsina. Cestice leda su naime i same 
tako malene, pa uglavnom lebde u 
zraku. Rastom tih cestica uvjetovano je 
njihovo sve brze padanje, a time i prostorno odvajanje od negativno nabijenih 
krhotina. U onom dijelu oblaka, gdje se odvija proces zaledivanja prehladenih 
kapljica mogu cestice leda narasti do veliCine zrna solike i sugradice. Tada zbog 
njihovog brzog vertikalnog padanja moze naglo nastupiti prostorno odvajanje od 
krhotina leda. Na tom podrucju su dakle uz bazu oblaka sakupljene velike Cestice 
leda, pa tu prevladava pozitivan naboj. Iznad njih naprotiv zaostale su krhotine 
nastale otkidanjem iz ledenog plasta zaledenih prehladenih kapljica, pa je u tom 
prostoru koncentriran negativan naboj. 



SI. 5. Elektriina struktura nesimetriino izgradenog 
cumulonimbusa 


U najgornjim dijelovima oblaka sa strane uzlazne struje nalaze se vecinom 
Cestice leda nastale sublimacijom, stoga nose pozitivan naboj. Silazna struja zraka 
doprema ove destice u nize dijelove oblaka, gdje zrak nije zasicen vodenom parom. 
Ove Cestice leda zapoSinju se ovdje isparavati. Isparavanjm gube svoj prvobitni 
pozitivni naboj, jer je isparavanje leda jaCe elektriCno djelotvorno, nego proces 
sublimacije. Uslijed toga je donji dio oblaka negativno nabijen. 

Zaledivanjem prehladenih kapljica na Cesticama leda, koje padaju iz vecih 
visina, stvaraju se zmca sugradice i tuCe, sto je popraceno jakim elektriCnim nabi- 
janjem. Ali vertikalne struje zraka mogu zahvatiti ta zrnca i ponovno ih otpremiti 
u gornje dijelove oblaka. Zrnca dakle mogu nekoliko puta proputovati kroz oblak. 
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Na tim putovanjima zrnca postaju sve veca, ali i proces elektrizacije sve jadi, tal o 
da je bas taj proces neobidno aktivan u grmljavinskom mehanizmu. Podrucje, u 
kojem se odvija zaledivanje prehladenih kapljica, moze se dakle smatrati zanstem 
grmljavinskih pojava. Prema Findeisenu to podrucje nalazi se izmedu donjeg pozi- 
tivnog i gornjeg negativnog naboja u oblaku. 

Nedugo zatim t. j. 1944. godine pojavljuje se Frenkelova teorija, koja na sasvim 
nov i neuobidajen nadin pokusava objasniti nastajanje grmljavinskog elektriciteta. 
Frenkel je naime poznate iinjenice iz elektrokemije koloidnih otopina prenio na 
atmosferske aerosole. Sicugne, rnikroskopske destice prasine, dima, dade, soli, kao 
i sitne kapljice magle i oblaka, koje su rasprgene u zraku zovu se »aerosoli«. Frenkel 
je izgradio svoju teoriju zgodnim povezivanjem dinjenica iz elektrokemije s davno 
otkrivenim ionizaoionim stanjem atmosfere. Kod toga on polazi od slijedecih pret- 
postavki: 

1. da je zrak ioniziran, i 

2. da voda posjeduje veci afinitet prema negativnim nego prema pozitivnim 
ionima, bez obzdra da li se voda nalazi u krutoj ili tekucoj fazi. 

Prva pretpostavka je u duhu ranijih istrazivanja na podrudju atmosferskog 
elektriciteta. U atmosferi se zaista nalazi izvjesna kolidina iona, koja nije konstantna 
velidina, vec zavisi o mjestu i vremenu. Ioni nastaju djelovanjem kozmidkih zraka, 
radioaktivne materije sadrzane u tlu i u zraku, a u vecim visinama i ultraljubidastim 
zrakama Sunca. Pored tih glavnih ionizatora atmosfere ima jog nekoliko sporedmh, 
koji neznatno utjedu na sveukupnu bilancu ionizacije atmosfere. Njihovo djelovanje 

nosi uglavnom lokalno obiljezje. 

Druga pretpostavka znadi novost za atmosferski elektricitet i prikazuje vlastito 
gledigte Frenkela na atmosfersko elektricna zbivanja. U analogiji na koloidne oto- 
pine Frenkel zamiglja ionizirani zrak kao elektrolitidku otopmu, dok u zraku 
rasprgene kapljice vode ili kristalice leda oznaduje kao koloidne destice. Pri elektro- 
lizi koloidnih otopina ioni se odlaiu na koloidne destice, pa se moze zamislitr da se 
na slidan nadin negativni atmosferski ioni odlazu na elemente oborine. Dakle nabi- 
janje kapljica odnosno kristalica leda jest neka vrst procesa adsorpcije. Zbog 
veceg afiniteta vode prema negativnim ionima samo oni dolaze u obzir za nabrjanje 
elemenata oborine. Pod djelovanjem sile teze elementi oborine, koji su se na taj 
nadin negativno nabili, polagano vertikalno padaju. Pozitivni ioni naprotiv ne padaju, 
vec zaostaju u gorrijim dijelovima oblaka, jer na njih gotovo i ne djeluju sila teza 
zbog njihove malene mase. Oblak je sada elektridno nabijen i to gornji dijelovi 
pozitivno, a donji negativno. Na taj nadin oblak postaje »generator«, koji tek sada 
uspostavlja elektridno polje u atmosferi. i 


Frenkel smatra, da je Zemlja u cjelini 
inade elektricki neutralna i tek nakon 
stvaranja ovakovog obladnog generatora 
influencira se elektridni naboj na njezinoj 
povrSini. Na tlu ispod oblaka influencira 
se pozitivan, dok se naokolo, sa strane, 
javlja negativan naboj. Slijedeca slika 
prikazuje polje obladnog generatora. Zbog 
pojednostavljenja uzima se, da oblak ima 
kuglasti oblik. 



SI. 6. Elektrieno polje kuglastog »obla£nog« generatora 


Nakon formiranja elektricnog polja u atmosferi ioni se pod njegovim djelova- 
njem zapodinju gibati. U atmosferi se na taj nadin uspostavlja sistem struja, kako 
prikazuje slijedeca slika. 
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Iz Frenkelovih teoretskih razmatra- 
nja proistice, da radna sposobnost oblac- 
nog generatora ne ovisi o veliSini ili broju 
kapljica, vec samo o kolicini vode sadr- 
zane u oblaku. Frenkelova teorija moze 
se prema tome primijeniti na oblake ne- 
jednolike strukture, a cumulonimbus je 
upravo njihov tipican predstavnik. Izgra- 
den je od razliCito velikih elemenata, 
kojih je veliCina vremenski vrlo promjen- 
ljiva zbog burnih procesa u oblaku. Na 
kraju bi se jos moglo reci: nagomila- 
vanje vode u oblaku, kao i povecana vodljivost atmosfere uvjetuje mjestimicno 
snazno poja£anje elektriCnog polja, sto vodi do izbijanja munja i gromova. 



SI. 7. Sistem struja »obla£nog« generatora 


(Svrsit ce se) 


ZANIMLJI V O STI I RAZNO 


Filip V. Filipovic matematicar 
i revolucionar 

Ako se danas u retrospekciji pogleda 
delo Filipa Filipovica od dana kada je 
u caCanskoj gimnaziji upoznao prve so- 



cijalisticke ideje Svetozara Markovica, 
preko ilegalnog rada, pa do objavljiva- 
nja zadnjih prikaza iz.metodike nastave 
matematike, pada u oci da su vaspita- 


nje mladih generacija i revolucionaran 
rad dva elementa koji sacinjavaju njegov 
cove£iji interes. Dve maksime ispunja- 
vaju znacajno delo Filipa Filipovica: Isti- 
na drustva — revolucionarnost i peda- 
go§ko delovanje kao matematicara. Ni- 
kada jedna bez druge, uvek kolektivno 
prisutne u svakom njegovom radu. Soci- 
jalistiCka misao mlade radniCke klase i 
inteligencije u zemlji, prvi kontakti sa 
marksistiCkom literaturom bili su prvi 
potstrek ali i stalni stimulans. Interes i 
ljubav za socijalisticke ideje, odanost 
egzaktnim naukama, kao i prva upozna- 
vanja sa infinitezimalnim raCunom dati- 
ra ne tako davno, krajem XIX veka, 
kada je skromnim izgledom jedan svrse- 
ni gimnazijalac malene Srbije, danima i 
mesecima, godinama, dugo i dugo pos- 
matrao obale Neve — gledao radanje 
novog sveta. 

Petrograd . . . MarksistiCki kruzoci na- 
prednih studenata; Rusija 1905 godine. 

Ti prvi, ali nikada nezaboravni dozi- 
vljaji u kruzocima studentske omladine 
Petrogradskog univerziteta, otkrivanje i 
saznavanje mnogih misli marksizma, osta- 
ce kao prizvuci koji ce trajno pratiti re- 
volucionarno stvaralastvo Filipa Filipo- 
vica. 

Filip Filipovic je posao od coveka. 
Bila je to serija ranih prikaza u sindi- 
kalnoj stampi i istupanja na pedagoskim 
sednicama nastavnika matematike. 
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Zatim su se, jedan za drugim sme- 
njivali prikazi, metodoloske kompozicije 
nastave matematike. Ta prva samostalna 
istupanja sa potpuno novim koncepci ja- 
ma nastave pokazala su tematsku razno- 
vrsnost, kao i reformatorski dar. 

Filip Filipovic spada u red nastavni- 
ka matematike koji pred sebe postavljaju 
samo one probleme i zadatke koje mogu 
da rese za dobro sredine u kojoj rade. 
Egzistenciju svog nastavntfkog »ja« on ne 
podreduje klimi vremena ni faktorima 
koji bi, makar samo i psiholoski vrSili 
pritisak; njegova individualnost ostaje 
slobodna, nezaptivena opterecenjima jed- 
nog programa ni tendencije. 

Prvih godina XX veka stanje u na- 
stavi matematike bilo je na nivou koji 
nije pratio savremeni razvitak nauke. 
Matematika se u skolama izufcavala u 
okvirima .»Dositijevog liceja«. Ovakvu fci- 
njenicu su progresivne snage u nastavi 
matematike uofcavale. Doslo je vreme 
»kada je u svetu potpuno sazrela misao 
da nastava matematike pretstavlja jedan 
veliki anahronizam i da neposredno pret- 
stoji njena korenita reformat 1 

Ovakve prilike su dovele do IV Medu- 
narodnog kongresa matematifcara (1908 g.) 
u Rimu, gde je nastava matematike stav- 
ljena na ostru kritiku, te Kongres osni- 
va Medunarodnu komisiju sa zadatkom 
pripremanja i realizacije reforme nasta- 
ve matematike u svim zemljama. 

Mladog nastavnika matematike u Pe- 
trogradu, Filipa Filipovica zahvata refor- 
matorski talas. Istupa sa zapazenim sa- 
opstenjima u MatematiCkom otseku Pe- 
dagoskog muzeja Vojnih skola u Petro- 
gradu ciji je bio 51an. Osnovna teza Fi- 
lipa Filipovica u reformi Skole bila je u 
neposrednoj vezi sa drustvenim zbivanji- 
ma u epohi 1905 g. U predgovoru knjige 2 
stoji: »Epoha Tolstoja i Deljanova, koja 
je dosla na smenu prolecu Sezdesetih go- 
dina, sa svoje strane ustupila je mesto 
epohi 1905 god., koja je kroz usta na- 

1 Olga D. Mitrinovic, Filip V. Filipovid kao peda- 
gog i metodidar matematike, Nauka i priroda, 1 . IX. 9, 
Beograd, 1956, str. 345 — 353. 

* V. Mrodek — F. Filipovic, Pedagogija matematike, 
Istoriske i metodske studije; Beograd, 1957, str. 313. 


rodne demokratije istakla preku poirebu 
za korenitim promenama stare skole«. 

Filip Filipovic je roden 9. juna 1870 g. 
u Cacku. Osnovnu skolu i gimnaziju za- 
vrsio je u rodnom mestu. 

Po zavrSenoj gimnaziji dobija stipen- 
diju i odlazi na Petrogradski univerzitet, 
gde studira matematiku. 

Na univerzitetu se istice i dobiva so- 
lidno znanje. 1904 g. diplomira sa odlic- 
nim uspehom na Matemati£kom otseku 
Fizicko-matemati£kog fakulteta Petro- 
gradskog univerziteta sa diplomom I ste- 
pena. 

Kada je po5eo da radi u Skolama Pe- 
trograda, Filip Filipovic nije zaboravio na 
svoju domovinu. Sa jednim izgradenim 
nafcinom prilazenja problemima, sa solid- 
nim poznavanjem teorije soeijalizma kao 
i praktiCnim revolucionarnim iskustvom 
(aktivno sudelovanje u revolueiji 1905 g.), 
Filip Filipovi6 se javlja sa prikazima u 
sindikalnoj Stampi Srbije, kao i li^nom 
prepiskom sa tadanjim revolucionarima u 
zemlji. 

1912 god. na poziv drugova F. Filipo- 
vic dolazi u zemlju i postaje sekretar 
RadniCke komore. Ti dani, kada organi- 
zaciono prilazi radnickom pokretu, ozna- 
ceni su kao pocetak konkretnog revolu- 
cionarnog delovanja u zemlji. 

Kod drugova postaje jako omiljen. 
Imao je nafcina da sa svakim saraduje. 
Znao je svakog da saslusa i da bude sa- 
sluSan. Odlikovao se jakom energijom za 
rad i izrazitom upornoscu. 

Posle rata dolazi u zemlju (1912 god. 
bio je prognan u okolinu Beca), gde ot- 
poCinje najaktivniji period njegovog re- 
volucionarnog rada. Pristupa organizaeiji 
socijalisticke radnicke partije — Partije 
komunista. Na Vukovarskom kongresu 
1920 god., gde je pretsedavao, izabran je 
za politi£kog sekretara Izvrsnog odbora 
KPJ. 

Ovo je period u istoriji Partije kada 
je ona delovala legalno. Tako, na opstin- 
skim izborima u Beogradu iste godine 
kada je i odrzan Vukovarski kongres, F. 
Filipovic je izabran za pretsednika Op- 
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Stine. 3 Ovaj OpStinski odbor gde su u ve- 
cini bili komunisti, bio je suspendovan od 
strane monarhije. 

F. Filipovic je iste godine bio izabran 
za poslanika Ustavotvorne skupstine. 
Zbog atentata na regenta Aleksandra Ka- 
radordevica optuzen je za saucesnika i u 
poznatom procesu protiv komunista god. 
1922. bio je osuden na dve godine zatvo- 
ra. U Po2areva£koj kaznioni gde je izdr- 
zavao kaznu i dalje radi na izu£avanju 
socijalizma i pise poznato delo »Razvitak 
drustva u ogledalu istoriskog materija- 
lizma« na 268 strana. 

Po izdrzanoj kazni otpo£inje ilegalni 
rad u KPJ. 1924 god. pretstavlja Partijn 
na kongresu Kominterne u Moskvi. Po 
zavrSetku Kongresa ne vraca se u zem- 
lju, ostaje u SSSR-u, gde je 1938 god. i 
umro. 

MetodiCar i pedagog, revolucionar po- 
sebnog temperamenta, zanimljivog i sna- 
znog, F. Filipovic pokazuje da se nalazio 
u punoj revolucionarnoj snazi i zrelosti 
u idejama reforme nastave matematike; u 
dobu kada se od njega s pravom o£eki- 
valo da revolucionarno iskaze sve ono Sto 
se godinama i vremenom talozilo u na- 
stavi matematike. 

Samo jedan deo tih ocekivanja F. Fi- 
lipovic je ispunio. Prerana smrt sprefcila 
ga je da svoj rad kruniSe i videnjem 
ostvarene pobede. 

Dragan Trifunovic , Beograd 


Savremene fluorescentne sijalice 

ProSlo je vec vise od dvadeset godina 
kako je na svjetskoj izlozbi u NewYorku 
pod motom »The World of Tomorrows 
jedna od najzapazenijih senzacija bilo 
blistavo i raskosno fluorescentno osvjet- 
ljenje. Tom dogadaju prethodio je, a i 
iza njega se nastavio znatan istrazivacki 
rad na fluorescentnoj rasvjeti i njenom 
prakti£nom iskoriStenju. Sto je potaklo 
struCnjake da uloze takav trud u ta is- 


orieinS^i^K izu ^ v anje radniekog pokreta raspolaze 
Filfpovlda lzbornom Plakatom za glasaeku kutiju F. 


trazivanja? Odgovor je jednostavan: toje 
nevjerojatno mala ekonomicnost sijalica 
sa zarnom niti. Koliko god su one pred- 
stavljale ogroman napredak prema plin- 
skom i petrolejskom osvjetljenju, one su 
bile i ostale, ne izvori svjetlosti, vec gri- 
jalice. Dok najsavrSenija sijalica sa zar- 
nom niti daje tok svjetlosti od 15 lumena 
po wattu utrosene elektri£ne energije, 
fluorescentna daje oko 70 lumena po 



Fluorescentna si/a lie a 
40W 2100 Lumena 



Sijalica sa zarnom niti 
150W 2250 L umena 


i. i. 


wattu, sto predstavlja vise nego cetvero- 
struko poboljsanje. Sva ostala ulozena 
energija trosi se na toplinu. Nasa slika 1. 
detaljnije prikazuje raspodjelu elektri£- 
ne energije za jednu fluorescentnu sija- 
licu u poredenju sa obi<5nom. 
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Odmah na poSetku istrazivanja boljih 
izvora svjetlosti, bilo je jasno, da oni ne 
smiju biti uzarena £vrsta tijela jer sva 
ona u tom pogledu imaju ista svojstva: 
velik dio energije zra£enja pada na valns 
duzine izvan vidljivog dijela spektra, ve- 
cinom na infracrvene zrake. Put je vodio 
na istrazivanja t. zv. »hladne« svjetlosti, 
koja se javlja kod elektri£nih izbijanja 
u razredenim plinovima. I prije pojave 
fluorescentnih svijetiljki bile su poznate 
neke sijalice na tom prineipu kao na pr. 
natrijeve i zivine, te neonske reklamne 
cijevi, ali se one osim izuzetaka nisu 
upotrebljavale za rasvjetu, jer ne daju 
bijelu svjetlost. Tek kad je sa »hlad- 
nom« svjetloscu povezana pojava fluore- 
scencije doslo se do zna£ajnih rezultata. 

Fluorescencija je otkrivena na mine- 
ralu fluoritu (CaF 2 ), prema kojem je do- 
bila i ime, a sastoji se u apsorbiranju 
svjetlosti manje valne duzine i istovre- 
menom emitiranju svjetlosti vece valne 
duzine. Osvjetli li se na primjer neka 
fluorescentna tvar ultraljubi£astim, da- 
kle nevidljivim svjetlom, emitirati ce ona 
na§em oku vidljivu svijetlost, pa kazemo 
da tvar fluorescira. Upravo ta pojava is- 
koristena je u fluorescentnim sijalicama. 
U njima se pomocu elektri£nog izbijanja 
u razrjedenoj zivinoj pari dobiva ultra- 
ljubi£asta svijetlo sc, kojom se djeluje na 
sloj pogodnog fluorescentnog materijala. 
Nakon pretvorbe gore opisanim procesom 
dobiva se vidljiva svijetlost, koju koristi- 
mo za rasvjetu. 
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si. 2. 

Fluorescentna sijalica je dulja stakle- 
na cijev, kojoj je na unutarnjoj strani 
specijalnim postupkom nanesen sloj fluo- 
rescentnog materijala. Na svaki kraj ci- 
jevi utaljena je posebno preparirana zar- 
na nit. Dovodi struje izvedeni su u obli- 
ku nozica ufcvrScenih na poklopce od izo- 
lirajuceg materijala koji zatvaraju kra- 


jeve cijevi (si. 2.). Prije konacnog sastav- 
ljanja cijev se napuni plinom argonom i 
u nju se stavi nekoliko kapljica zive. Si- 
jalica se na kraju evakuira do tlaka od 
nekoliko milimetara zivinog stupca. 2ar- 
ne niti fluorescentnih sijalica nisu iste 
kao kod obicnih zarulja. Na spiralu od 
volframove zice nanesen je ovdje sloj ba- 
rijevog ili stroncijevog oksida, koji sma- 
njuje izlazni potencijal elektrona iz me- 
tala to jest olaksava izlazak elektrona iz 
zarne niti. Sasvim jednak postupak pri- 
mjenjuje se kod prepariranja katoda 
elektronskih cijevi. Svaka od zarnih niti 
sijalice je dimenzionirana na polovicu 
radnog napona. Ako je radni napon 
220 V, svaka zarna nit grije se sa 110 V. 

Najdelikatniji posao kod proizvodnje 
fluorescentnih sijalica je izrada sloja 
fluorescentne materije. Za postizavanje 
energetski najboljeg djelovanja, sloj mo- 
ra imati odredenu debljinu (oko 10 mi- 
krona), odredenu finocu zrna (0,5 do 5 
milimikrona) i mora biti jednoliko raspo- 
djeljen po unutarnjoj strani staklene ci- 
jevi. Da bi se to postiglo fluorescentna 
tvar se samelje u fini prasak, izmijeSa 
sa pogodnim ljepilom u tekucem obliku 
i u tocno odvaganim kolicinama stavlja 
u staklene cijevi, koje rotiraju oko duze 
osi velikom brzinom. Tekucina se zbog 
rotacije raspodjeli u tanak sloj, koji se 
jos za vrijeme vrtnje osusi i cvrsto pri- 
legne uz staklenu cijev. 

Osim vec spomenutog fluorita. jos 
neki minerali pokazuju pojavu fluores- 
cencije. U prvom redu mineral vilemit 
ili cinkov silikat, te kalcijev i magnezi- 
jev volframat. Osim njih dobro poznata 
fluorescentna tvar je i cinkov sulfid. Svi 
oni fluoresciraju u £istom stanju. U dru- 
gu grupu medutim spadaju tvari kojepo- 
cinju fluorescirati tek kad im se dodaju 
izvjesne tvari zvane aktivatori. Tipican 
predstavnik te grupe — kalcijev sulfid — 
fluorescira samo uz dodatak malih koli- 
£ina bizmuta. Poznato je da je i dragi 
kamen rubin (A1 2 0 3 ) fluorescentna tvar 
ako sadrzi tragove kroma. Va2no je spo- 
menuti da kolicinom aktivatora koji se 
dodaju fluorescentnoj tvari mozemo utje- 
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cati i na spektralnu raspodjelu emitira- 
ne svijetlosti, t. j. mijenjati njenu boju. 
Tako ce na pr. cink-berilijev silikat uz 
dodatak 0,90% mangana emitirati zeleno- 
zutu svijetlost. Poveca li se sadrzaj man- 
gana na 1,25 % svjetlost postaje jasno 
zuta. Kod 2,5% mangana ona je vec zuto- 
narancasta, kod 3,3% narancasta, a kod 
4,8% narancasto-crvena. Mijesanjem raz- 
nih fluorescentnih tvari i aktivatora mo- 
gu se postici razne spektralne raspodjele 
svjetlosti, kao i to da mijesanjem dobi- 
vena materija emitira bijelo svijetlo. 

Kod opisa konstrukcije fluorescentne 
sijalice spomenuto je da se u nju stavlja 
i ziva. Kako se kod evakuiranja dio zive 
ispari cijev je jednoliko ispunjena nje- 
nim parama. Uslijed elektridnog izbija- 
nja u toj atmosferi ,pojaviti ce se inten- 
zivno ultraljubidasta svjetlost, pretezno 
valne duzine od 2527 A, koja je upravo 
idealna za pretvorbu u vidljivo svijetlo 
pomocu fluorescencije. Za vrijeme rada 
sijalice fluorescentni sloj apsorbira pro- 
izvedenu ultraljubidastu i istovremeno 
emitira bijelu svijetlost, koju tada kori- 
stimo za rasvjetu. 

Za rad fluorescentne sijalice i njeno 
paljenje potrebna je prigusnica velik 2 sa- 
moindukcije i mali bimetalni prekidac 
koji se zove starter. Kako se ti dijelovi 
zajedno sa sijalicom spajaju na gradsku 
elektricnu mrezu prikazuje si. 2. Sav do- 
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datni pribor ima svrhu, da se u sijalici 
postigne elektricno izbijanje i kod niskog 
napona od 220 V (neonske cijevi zahtije- 
vaju napon i do 3000 V). Kod normalnog 
pogona naime kroz zarne niti ne prolazi 
struja i one se ne griju. Ukopda li se 
zidni prekidac struja iz gradske mreze 


potede preko priguSnice i startera u 2ar- 
ne niti sijalice. Slidno kao kod elektron- 
skih cijevi iz njih izlijecu elektroni i one 
se obaviju elektronskim oblakom zvanim 
prostorni naboj. No istovremeno se zbog 
prolaska struje ugrijala i bimetalna traka 
startera. Ona je promijenila uslijed toga 
oblik i prekinula strujni krug. Prekidanje 
strujnog kruga izazvalo je na krajevima 
prigusnice visoku protuelektromotornu si- 
lu, koja preko gradske mreze djeluje di- 
rektno na obje zarne niti. Uslijed tako 
stvorenog visokog napona bivaju elektro- 
ni iz prostornog naboja jedne od zarnih 
niti snazno ubrzani prema u tom 6asu 
pozitivnoj niti. Bududi da se na tom putu 
sudaraju sa atomima zive, oni ce ih zbog 
sudara ionizirati. Struji elektrona pridru- 
ziti ce se i struja pozitivnih iona^ pa ka- 
zemo da se stvorio ionski most. Protu- 
elektromotorna sila naravno trenutno ne- 
staje, ali se elektricno izbijanje podrzava 
i sa samih 220 V. Netko ce upitati: zasto 
se starter ne vraca u podetni polozaj kad 
je prestala teci struja u zarnim nitima? 
Do toga ne dolazi zbog njegove narodite 
konstrukcije: bimetalna traka se nalazi u 
malom staklenom balonu, koji je ispu- 
njen razrijedenim neonom ili argonom. 
Kad se u procesu paljenja sijalice raz- 
maknu elektrode startera, on djeluje kao 
mala tinjalica. I u njemu dolazi do elek- 
tridnog izbijanja. Mala kolidina topline, 
koja se pritom razvija dovoljna je da 
kontakt bude stalno iskljucen. 

Ispravan rad i paljenje fluorescentne 
sijalice znatno ovisi o tempera turi. One 
se, ako nisu zatvorene u narocite oklope, 
ne postavljaju na otvorenom prostoru, 
jer zimi kod niske temperature zatajuju 
u radu. Cesto smo vidjell poneku sijalicu 
koja svijetli vrlo slabo i samo su joj 
krajevi osvjetljeni crvenkastom svjetlo- 
scu. Uzrok tome je neispravan rad star- 
tera, koji se zbog niske temperature ili 
kvara ne moze razdvojiti pa se zarne 
niti neprestano zagrijavaju. Treba jos 
spomenuti, da se prigodom rada sijalice 
stvaraju elektricni titraji cija frekven- 
cija prelazi i u podrucje radiovalova, pa 
one ometaju normalan prijem. Da bi se 
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otklonila ta nezgoda, paralelno starteru 
stavlja se jedan kondenzator malog ka- 
paciteta, koji za visokofrekventne struje 
predstavlja kratki spoj. Kondenzator je 
obiCno vec tvorniCki ugraden u sam oklop 
startera. Sijalice su Cesto i nestrucno po- 
stavljene, pa ispadaju iz svojih lezista. 
VeCinom se to de&ava zbog toga, sto se 
u armaturu sijalice ugraduje i prigusni- 
ca, koja svojim vibriranjem prouzrokuje 
pad. Razbijene sijalice sa fluorescentnim 
slojem od cink berilijevog silikata su vrlo 
opasne, jer je taj spoj zestoko otrovan, 
pa eventualne rane od krhotina vrlo te- 
§ko zacjeljuju. 

Z. Ogorelec, Zagreb 

Takmicenje ucenika osnovnih 
skola na podrucju beogradskog 
sreza §kolske 1959/60 god. 

Drustvo matematiCara i fiziCara NR 
Srbije i Podruznica Beograd dali su su- 
gestiju vec u pocetku Skolske godine da 
se u osnovnim skolama, kojih ima ukup- 
no 137 na teritoriji grada Beograda, or- 
ganizuju takmicenja za ucenike V-ih, 

VI- ih i VH-ih razreda u okviru samih 
skola. Gotovo u svim Skolama su ova 
takmiCenja i obavljena i uCenici koji su 
postigli najbolji uspeh nagradeni su u 
okviru skola. Medutim neke opstine ovu 
akciju su prosirile i na drugu fazu i 
sprovele takmicenja u okviru opstina. 
Tako treba narocito istaci pravilan stav 
i shvatanje opstine Cukarica koja je kroz 
ova takmicenja obuhvatila 1875 ucenika, 
sto iznosi 58% od ucenika V-ih, VI-ih i 

VII- ih razreda. Odredena komisija od na- 
stavnika osnovnih skola na ovoj opstini 
savesno je izvrsila ovaj posao, Narodni 
odbor opstine je obezbedio materijalna 
sredstva te su na sveCanosti koja je odr- 
zana u Sali Narodnog odbora ovi uce- 
nici i nagradeni a nastavnici pohvaljeni. 

Komisija za takmicenje pri drustvu 
organizovala je takmicenje samo za uce- 
nike Vlll-ih razreda i to u tri etape. Prvo 
takmicenje se odrzalo u okviru skola 27 
marta, drugo za prvenstvo na opstini 10 
aprila i trece — finalno 8 maja za pr- 


venstvo Beograda. Za sva tri takmiCenja 
komisija je pripremila zadatke i poslala 
na dan takmiCenja u zapeCacenim ko- 
vertima komisijama za takmiCenje pri 
skolama i pri opstinama. 

Ova takmiCenja su obuhvatila 12 op- 
stina sa 178 odeljenja VUI-ih razreda. U 
prvoj fazi uCestvovalo je preko polovine 
od ukupnog broja upisanih uCenika u 
VIII razred (52,11%) ukupno 2782 u5e- 
nika. Za drugi stupanj na ovim takmiCe- 
njima plasiralo se 614 uCenika (11,50%) a 
za finalno — prvenstvo Beograda 82 uCe- 
nika (1,53%). 

Zadaci za finalno takmidenje iz mate- 
matike osmih razreda osnovnih skola 
sreza Beograd — 8 maja 1060 godine. 

1 zadatak: 

a) Re§i grafiCki sistem jednaCina 

4x — 1 2 (x — y) 1 

__ _ - 1~ 

3 x-y+1 1 

4 2 

b) Procitaj preseke dobijenih grafika 
sa y — osom. 

c) Dobijene rezultate pod a) i pod b) 
proven raCunski. 

2 zadatak: 

Iz referata druga Tita na V Kongresu 
SSRNJ u kome su date perspektive iz- 
vodenja novog petogodi§njeg plana u Ju- 
goslaviji vidi se: 

I. da ce do 1965 godine biti 19 800 000 
stanovnika, od kojih ce se 40% baviti po- 
ljoprivredom. 

II. Da se danas od 18 600 000 stanovni- 
ka polovina bavi poljoprivredom. 

III. Da je pre rata bilo 15 000 OOO sta- 
novnika od kojih se 11 250 000 bavilo po- 
ljoprivredom. 

Za svaki vremenski period (1965, 1960 
i pre rata) odredi: 

a) Broj poljoprivrednog i nepoljopri- 
vrednog stanovnistva, 

b) koji deo stanovnistva se bavi poljo- 
privrednim, a koji nepoljoprivrednim za- 
nimanjima? 

c) procenat poljoprivrednog i nepoljo- 
privrednog stanovnistva, 
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d) prikazi grafifcki strukturu (sastav) 
stanovniStva kao delove kruzne povrsine. 

U kakvu ce se privrednu zemlju raz- 
viti Jugoslavija? (poljoprivrednu ili indu- 
strisku). 

3 zadatak: 

Paralelogramu ABCD, AB = 6 cm 
AD = 4 cm ugao B = 75°, konstruisi si- 
metrican u odnosu na osu simetrije koja 
prolazi kroz sredinu M stranice AB i sre- 
dinu N stranice AD. 

4 zadatak: 

3 

— suda oblika ravnostranog valjka 

ciji je poluprecnik 1,5 dm napunjeno je 
vodom. 

Kada se u taj sud stavi pravilna 6e- 
* tverostrana piramida od mermera, £ija je 
bocna ivica s = 13 cm, a dijagonala os- 
nove d = 10 cm — izracunaj koliko bi 
litara vode trebalo jos doliti u sud da bi 
on bio potpuno napunjen vodom. 


2. Brkovic Aleksandar, ucenik VIII r. 
(22 poena) Osnovna skola »Braca Ribar« 

— Stari Grad. 

Drugom nagradom nagradeni su sledeti 
ucenici : 

1. Reljin Branimir, ucenik VIII razr. 
(19 poena) Osnov. skola »Vuk Karadzic« 

— Stari Grad. 

2. Vucetic Slava, ufcenica VIII razreda 
(19 poena) Osnovna skola »Ivan Goran 
Kova£ic« — Zvezdara. 

Tre6om nagradom nagradeni su slededi 
ucenici: 

1. Caric Zorana, uSenica VIII razreda 
(18 poena) Osnovna skola »Radoje Doma- 
novic — Stari Grad. 

2. Mihailov Svetlana, ufcenica VIII r. 
(18 poena) Osnovna skola »Svetozar 
Markovic« — Vra^ar. 

3. Tropin Aleksandar, ufcenik VIII r 
(18 poena) Osnovna Skola »Sveti Sava« 

— Vracar. 


PREGLED POSTIGNUTIH USPEHA U SVE TRI FAZE — VIII RAZRED 


Naziv op§tina 

Bro 

ode- 

lenja 

Broj 

u£enika 

Takmicenje na 
I stupnju 

Takmicenje na 
II stupnju 

Takmicenje 

finalno 


broj 

01 

lo 

broj 

'7 o 

broj 

°/n 

Stari Grad 

22 

721 

294 

40,78% 

61 

8,46% 

14 

1,94% 

Vra£ar 

28 

890 

359 

40,33 

08 

11,01 

13 

1,46 

Zvezdara 

16 

423 

144 

34,04 

45 

10,64 

14 

3,30 

Vozdovac 

21 

580 

445 

78,44 

77 

1327 

7 

1,20 

Cukarica 

19 

538 

369 

68,58 

68 

12,64 

11 

2,04 

Palilula 

16 

474 

160 

33,75 

48 

10,12 

7 

1,47 

Savski Venae 

18 

500 

381 

64,58 

74 

12,54 

2 

0,34 

Novi Beograd 

7 

200 

78 

39,00 

18 

9,00 

2 

1,00 

Zemun 

16 

501 

223 

44,52 

54 

10,71 

2 

0,31 

Krnjaca 

4 

140 

101 

72,14 

22 

15,71 

4 

2,85 

Barajevo 

4 

99 

48 

52,37 

12 

12,52 

4 

6,84 

Grocka 

7 

182 

170 

93,40 

37 

20,33 

4 

2,19 

U k u p n o : 

178 

5338 

2772 

52,11% 

614 

11,50% 

84 

1,53% 


Prvom nagradom nagradeni su sledeci 
ucenici : 

1. Popovic Bojan, ucenik VIII raz. 
(22 poena) Osnovna skola »Braca Ribar« 
— Stari Grad. 


Cetvrtom nagradom nagradeni su sledec } 
udenici: 

1. Raskovi6 Fern, uSenik VIII razreda 
(16 poena) Osnovna skola »Veljko Dugo- 
sevic« — Zvezdara. 
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2. Crevar Danica, uCenica VIII razreda 
(16 poena) Osnovna skola »Vozd Kara- 
dorde« — Vozdovac, i 

3. Cilerdzic Nedeljko, ucenik VIII r. 
(17 poena) Osnovna skola »Borde Krstic« 
— Cukarica. 

Na sveCanosti koja je odrzana 16 maja 
na Prirodno-matematickom fakultetu u 
Sali Narodnih hero j a podeljene su di- 
plome i nagrade ovim ucenicima u pri- 
sustvu uCenika takmicara — profesora i 
nastavnika Prirodno-matematickog fakul- 
teta, Vise ped. skole, gimnazija i osnov- 
nih skola, direktora ovih skola i roditelja. 

Pretsednik komisije: 
prof. Mihailovic Jelena 

Takmicenje ucenika gimnazije u 
resavanju zadataka iz matematike 
za prvenstvo NR Srbije u 1960 g. 
i savezno takmicenje 8 V 1960 

Drustvo matematiCara i fiziCara NR 
Srbije sa podruznicama organizovalo je 
i ove godine takmicenje u resavanju za- 
dataka iz matematike za uCenike svih 
razreda gimnazija i to RepubliCko na 
podrucju NR Srbije, a Savez drustava 
matematiCara i fiziCara Jugoslavije or- 
ganizovao je savezno takmiCenje za uce- 
nike III i IV razreda. 

Ova takmicenja su se odvijala u £e- 
tiri stupnja. Tri za prvenstvo Srbije, a 
Cetvrto za prvenstvo Jugoslavije. 

Prvo takmicenje obavljeno je u svim 
gimnazijama NR Srbije 21 februara. Na 
ovom takmiCenju uCestvovalo je preko 
2000 u£enika iz svih razreda. U Beogra- 
du od 7403 uCenika iz 12 gimnazija tak- 
miCilo se 565 ucenika ili 7,6%. Najveci 
broj u procentima imala je XIII beo- 
gradska gimnazija <14%), zatim III beo- 
gradska (11,34%), Zemun (11%) i XI beo- 
gradska gimnazija (10%). Najmanji broj 
uSenika u prvom takmicenju imala je 
skola u Obrenovcu (3%), zatim V beo- 
gradska gimnazija (3,2%) i I beogradska 
(4,1%). 

Od ukupnog broja ucenika kvalifiko- 
valo se za sledeci stupanj — za prven- 
stvo Beograda, ukupno 39 ucenika (26%) 


od toga relativno najviSe iz XIIT i III 
beogradske gimnazije, dok se iz ostalih 
skola kvalifikovao priblizno isti broj. 

Drugo takmidenje organizovano je u 

12 centara NR Srbije koje je odrzano 

13 marta na kome je ucestvovalo u: 
Beogradu 134, Novom Sadu 65, Ni§u 58, 
Titovom Uzicu 40, Svetozarevu 32, Aran- 
delovcu 27, Zrenjaninu 25, Pristini 22, 
ZajeCaru 22, Sapcu 21, Kragujevcu 20 i 
Pozarevcu 20 uCenika. 

Ukupno je na ovom takmiCenju uCe- 
stvovalo 486 ucenika. 

U Beogradu od 134 ucenika kvalifi- 
kovalo se za III stupanj 49 ucenika. Po- 
druznica Beograda je nagradila najbolje 
ucenike i pohvalila najbolje skole. Naj- 
bolji uspeh su pokazali na II stupnju 
uCenici iz XV beogradske i XIV beograd- 
ske gimnazije, zatim iz II beogradske, a 
najslabiji iz X beogradske gimnazije. 
Prvu nagradu su dob ili uCenici: Radulo- 
vic Predrag, uCenik IV razreda XIV beo- 
gradske gimnazije, Hribsek Marija, uce- 
nica III razreda XV gimnazije i Mrsevic 
Mila, ucenica XV beogradske gimnazije. 
Drugu nagradu dobili su: Popovic Zo- 
ran, ucenik IV razreda XIV beogradske, 
Tomasevic Ivana, uCenica III razreda VI 
beogradske gimnazije, .MomCilovic Bla- 
goje, uCenik II razreda XV beogradske 
gimnazije i Cades Istok, uCenik I raz- 
reda II beogradske gimnazije. Trecu i 
Cetvrtu nagradu dobili su: Mojsilovic 
Predrag, ucenik IV razreda III beograd- 
ske gimnazije, Milic Jordanka, uCenica 
III razreda II beogradske gimnazije, Ca- 
karmis Smilja, ucenica I razreda zemun- 
ske gimnazije, JoCic Tatomir, ucenik II 
razreda XIII beogradske gimnazije, Lat- 
koviC Zoran, uCenik II razreda XIV beo- 
gradske gimnazije, Tomasevic Mirjana, 
uCenica IV razreda XV beogradske gim- 
nazije, Marie Nebojsa, uCenik III razre- 
da II beogradske gimnazije i Todorovic 
Petar, ucenik III razreda II beogradske 
gimnazije. 

Na takmiCenju u svih 12 centara kva- 
lifikovalo se za takmiCenje treCeg stup- 
nja — za prvenstvo Srbije iz: Beograda 
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48, Nisa 17, Arandelovca 17, Titovog Uzi- 
ca 13, Pozarevca 10, Kragujevca 8, Sve- 
tozareva 15, Novog Sada 16, Zrenjanina 
6, ZajeCara 3, Sapca 2 i iz Pristine 1 
uSenik. 

Tre6e takmicenje za prvenstvo NR 
Srbije, za koje se plasiralo ukupno 149 
uCenika odrzano je u aprilu na Prirod- 
no-matematickom fakultetu u Beogradu. 
Na ovom takmiCenju uCenici I i III raz- 
reda iz Srbije postigli su bolje rezultate 
od uCenika iz beogradskih skola, dok su 
uCenici II i IV razreda iz beogradskih 
skola postigli bolje rezultate. Skole su se 
na ovom takmiCenju plasirale ovim re- 
dom: XV beogradska, XIV beogradska, 
Svetozarevo, Nis »Svetozar Markovic«, 
Pozarevac, Kragujevac, Smederevo, Pi- 
rot, CaCak, Valjevo, Zrenjanin, Subotica, 
Novi Sad »Jovan Jovanovic-Zmaj«, Ze- 
mun, XIII beogradska, II beogradska, itd. 

Komisija za takmicenje pri Drustvu 
posle pregleda zadataka odlucila je da 
nagradi ove uCenike: 

Prvom nagradom : 

PopoviC Zorana, IV r. XIV g. Beograd, 
Arandelovic Dragoljuba, III r. g. Sveto- 
zarevo, Lugomirski Dragoslava, III r. g. 
Kragujevac, MomCilo vie Blagoja, II r. 
XV g. Beograd, MrSevic Milu, I r. XV g. 
Beograd. 

Drugom nagradom: 

Mojsilovic Predraga, IV r. Ill g. Beo- 
grad, VeliCkovic Dragutina, III r. g. »Sv. 
Markovic« Ni3, HribSek Mariju, III r. 
XV g. Beograd, Davidovic Dragomira, II 
r. g. Senta, TrajkoviC Dusana, I r. g. 
Smederevo. 

Tre6om nagradom: 

Obradovic MomCila, IV r. XV g. Beo- 
grad, Dankovic Bratislava, III r. g. Pirot, 
Radosavljevic Gordana, II r. g. Svetoza- 
revo, BlagojeviC Milutina, I r. g. Poza- 
revac, Ignjatovic Branislava, III r. g. 
Valjevo. 

Cetvrtom nagradom; 

Kesler Stanislava, IV r. XIV g. Beo- 
grad, VeCanski Dragomira, III r. g. Zre- 
njanin. 


Za Savezno takmiCenje plasirali su se 
iz NR Srbije po 7 ucenika iz III i IV 
razreda, koji su postigli najveci broj 
poena. 

Za III razred: 

Lugomirski Dragoslav, Kragujevac, 
Arandelovic Dragutin, Nis »Svetozar 
Markovicc, Dankovic Bratislav, Pirot, 
Hribsek Mari j a, XV g. Beograd, VeCanski 
Dragomir, Zrenjanin II, Jeremic Biljana, 
Nis »Svetozar Markovic«. 

Za IV razred: 

Popovic Zoran, XIV g. Beograd, Moj- 
silovic Predrag, XIII g. Beograd, Obra- 
dovic Momcilo, 'XV g. Beograd, Kesler 
Stanislav, XIV g. Beograd, Radulovic 
Predrag, XIV g. Beograd, Basler Marta, 
Sombor, Djipanov Relja, XI g. Beograd. 

Na Saveznom takmicenju koje se 
odrzalo 8 V u Beogradu uCestvovalo je 
po 25 uCenika iz III i IV razreda i to 
po 7 iz NRS, po 6 iz NRH, po 5 iz Slo- 
venije, po 3 iz Bosne i Hercegovine, po 

2 iz Crne Gore i po 2 iz Makedonije. 

Potanje o tom takmiCenju doneseno 
je u 4 broju proslog godiSta. 

Zadaci na tom takmicenju bili su ovi: 

3 razred: 

1. Posuda ima oblik kvadra. Baza je 
pravokutnik opsega 4 cm. Visina kvadra 
je 5 cm. 

a) Koliki treba da su osnovni bri- 
dovi, pa da posuda ima maksimalni vo- 
lumen? 

b) U kojem je intervalu funkeija za 
volumen definirana? 

c) Nacrtati graf te funkeije. 

Zadamo li osnovni brid i visinu, kako 

ovisi volumen o opsegu baze? Koje su 
dopustene vrijednosti za opseg baze? Pri- 
kazi to graficki i tabelarno. 

(a = 2 cm, v = 5 cm) 

2. Koliki je brid kocke, koja je upi- 
sana u pravilnu trostranu piramidu 
s osnovnim bridom a i visinom v tako, 
da 4 vrha leze na bazi, a ostala 4 vrha 
na pobocnim plohama piramide? 

3. Odrediti sve vrijednosti za x, za 
koje je: 

l°g xj% {x 2 — 4x + 3) > — 3 
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4. Zadan je krug (c) sa centrom u 
tafcki O i radiusa R. Tafcka Oi koja se 
nalazi na periferiji zadanog kruga, cen- 
tar je drugoga kruga s radiusom r=R/ 2. 

Ako su A i B presjefcne ta£ke ova 
dva kruga, izrafcunati pribliznu vrijed- 
nost kuta AOB (u radijanima), a zatim 
volumen zajedniCkog dijela dvije sfere 
koje se dobivaju rotacijom ova dva kru- 
ga oko pravca OOi. 

5. Dokazati identi£nost 

(1 — cos b • cos c) 2 — 2(1 — cosb • cos c) 4 
4* sin 2 b sin 2 c — sin 2 b — sin 2 c ~ 0 

i rjesenje dovesti na najjednostavniji 
oblik. 

4. razred: 

1. Pokazati da je proizvod tri uza- 
stopna broja deljiv sa 7-8-9, ako je 
srednji broj kub nekog drugog broja. 

2. Uociti krug (O, r), jedan njegov 
precnik AB i jednu tacku M na krugu. 
Ta£ka M projektuje se u tafcku Q na AB. 
Prava AN ( N je sredina duzi MQ) se£e 
datl krug u D. Odrediti jednacinu geo- 
metriskog mesta preseka P pravih BD 
i QM, kad se tafcka M krece po krugu 
(O, r). 

3. Razlika reciprocnih vrijednosti 
dvaju uzastopnih cijelih brojeva iznosi 
0,0<z gdje je a jedna od 9 cifara: 1, 2, 
3, 4, . . . , 9. Za koje a zadatak ima rje- 
senja i koliko? 

4. Kroz proizvoljnu tacku u unutra- 
snjosti trougla prolaze tri prave linije 
paralelno stranama trougla. Ove prave 
dele povrsinu trougla na 6 delova, od 
kojih su 3 trougla s povrsinama si, ss, s 3 . 
Kolika je povrSina trougla? 

5. Data je familija krivih 

y — (m — 1) • x 2 4 2mx 4 4. 

a) Dokazati da sve date familije pro- 
laze kroz dve fiksne tafcke A i B i od- 
rediti ih. 

b) Odrediti krivu date familije koja 
dodiruje, osu Ox, a zatim odrediti onu 
krivu fcije teme lezi u ta£ki B. (B ne 
lezi na osi Ox). 

prof. Mihajlovic Jelena 


ZADACI I RJESENJA 


A) Zadaci iz matematike 

434. J3,aTa je jeAHamma 

(1) x 2 4 2x 4 m — 1 = 0. 

а) HcnHTaTH er3HCTeHUHjy h 3Han KopeHa 
3a pa3He bpcahocth napaMeTpa m. 

б) npeTcraBHTH Kao cj)yHKitHjy o a m H3pa3e 

1 1 

A = Xi 2 4 x 2 2 , B = i , 

*1 *2 

3aTHM yTBpAHTH Aa JIH nOCTO)H TaKBa Bpen- 

hoct m Aa je 1. A = 0, 2. A = B. 

e) Oapcahth oHe BpeAHocra m 3a Koje je 

A > C, rAe je C — Pe3yjrraT npoBeptrm 
B 

na rpacjDHKy (J)yHKUHja npOMenjbHBe m : A n C. 

435. JX aTa je Ay>K AB = 2a. Y cpeAHHH O 
Te aY>km noAHrayTa je HopMana h Ha it»oj 

a 

HaHeccHO OD = • — . Taune A n D cnojeHe 
2 

cy npaBOM AD, a H3 B je cnyurreHa nop- 
Majia BC Ha AD. 


а) H3pa3HTH y 4)yHKi;HjH oa a Ay>KHHe 
AD, AC h BC. 

б) Jly>K DO npoAyn<eHa je 3a OE — a h 
KOHCTpyHcaHa npasa CE Koja cene AB y P. 
noi<a3aTH Aa Taune A, C, B h E Jie>Ke na 
hctom i<pyry. H3panyHaTH Ay>KHiie AP h BP. 

436. napa6ojia y ^ x (k — x) npo:ia3H i<po3 

KoopAHHaTHH noueTan h ceue Ox y Tauiai A. 
Kojn ycnoB Mopa 33 aoboji>hth k, ai<o Ha 
jiyny napaGojie OS A, je 5 Te/vie, nocToje 

Abc Tanne M x h M 2 Tai<o Aa je <£ OM x A = 
= ^ OM k i = 90° ? OApeAHTH y tom cnynajy 
KoopAHHaTe Tanana M 1 h M 2 . 

437. Y paBHOKpanoM Tpa3e3V, y i<om cy 
ocHOBHue AB = 2a, CD = 2b, yimca h je 
npyr ca ueHTpoM O. rioKa3aTH Aa je BOC 
npaB, na H3pa3HTH y (J)yHKijn jn oa a h b, 
nojiynpenHHK r ynncaHor npyra, 33 thm no- 
BpiuHiiy Tpane3a h Ay>K Koja cnaja Taune y 
KojHMa ynncaHH npyr AOAnpyje npane Tpa- 
ne3a. 

438. Stranice a, b i c trokuta ABC pripa- 
daju redom pravcima : x — 2y 4 1 = 0 , x4 
+ jy — 8 = 0, x — jy 4 2 = 0. Pravac DE di- 

1 

jeli stranicu AB u omjeru AD : BD = — — , 

a stranicu BC u omjeru BE : CE = — 3. 
U kojem omjeru dijeli pravac DE stranicu 
AC, a u kojem visinu trokuta ABC, koja iz- 
lazi iz vrha A ? 
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( 3 1 28\ 

y, vidi se tetiva BC 

kru2nice x a + y 2 = 25 pod kutom a = 45°. 
Ako su x, = — 5, y t = 0 koordinate to£ke B, 
kolika je duljina tetive BC7 

440.* Roba, kojoj je cijena a dinara po ki- 
logramu pojeftini za p°/ 0 , a zatim opet po- 
jeftini za p°/ 0 . Najzad joj je cijena b di- 
nara/kg. Izracunati p . Specijalno: a = 1000, 
b = 640. 

441.* Tangencijalni istokracni trapez ima 
srednjicu 10, a kut na bazi 45°. Izracunati 
(na 2 dec.) vrijednost omjera u kojem sje- 
ciste dijagonala dijeli dijagonalu. 

442. Izracunaj pomocu kongruencije osta- 
tak dijeljenja broja 9 1 23 4 5128 s brojem 7. 

443. Izvedi pomocu kongruencija pravila 
djeljivosti brojeva s 2, 3, 4, 5, 7, 8, 9, 11, 
13 u brojnom sistemu s bazom 12. 

444. Pokazi pomocu kongruencije da je 
2 2& + 1 djeljivo s 641. 

445. U trokutu ABC povucena je visina 

v a = AD , te je HD = y AD y gdje je H or- 

tocentar trokuta. Neka se dokaze da postoje 
ove relacije : tg $ tg y = 3, 2 tg cl = tg 0 -f tg y, 
cos ((3 — y) = 2 cos a - 

446. Na kru^nom kvadrantu OAB kruga 
polumjera r nalazi se tocka M. Iz M spusti 
se okomica AIC na polumjer OB i spoji se 
M s A. Neka se odredi kut AOM = ^ tako 
da bude AM + 2 AIC = d , gdje je J zadana 
duzina. 

447. Dat je sistem jedna£ina 
x y = 9 

fa-. (!■)■. 

a) Resiti jednacinu bez upotrebe logari- 
tamskih tablica. 

b) Odrediti parabolu y 2 — 2px = 0, koja 
prolazi kroz tacku M (. x, .y), gde je x, y re- 
senje date jednacine. 

c) Kolika je zapremina tela koje nastaje rota- 
cijom povrsine zahvacene lukom parabole. tan- 
gentom u tacki M (x, y) i ordinatnom osom. 

B) Zadaci iz fizike 

201. Silu P = 20 kp treba rastaviti na 
dvije paralelne komponente P x i P a * Kompo- 
nenta P l = 15 kp i hvatiste te sile je a = 2 m 
udaljeno od smjera sile P . Kolika je druga 
komponenta P 2 i g^) e )°) ) e hvatiste? 


202. Iz horizontalne cijevi, koja je L=0,6 m 
iznad zemlje istje£e voda i pada s = 1,75 m 
daleko. Kolika je brzina v , vode, koja istje^e 
iz cijevi? 

203. Jedna tekucina ima temperaturu r 1 °C 
i specifi^nu toplinu c u a druga tekucina ima 
temperaturu t 2 ° C i specifi^nu toplinu c 2 . 2e- 
limo dobiti smjesu od p kg tekucine aiia je 
temperatura t°C. Koliko kg moramo uzeti 
jedne, a koliko kilograma druge tekucine? 

204. Koju temperaturu ima voda, ako se 
3 kg leda od 0°C polije s 4 kg kipuce vode? 
Latentna toplina talenja leda ye 80 kgcal. 

205. Unutarnji otpor nekog elementa je 
0,24 Q. Kad je vanjski otpor kruga struje 
5 Q, jakost struje u tom krugu je 0,36 A. 
Kolika je elektromotorna sila elementa? 

C) Rjesenja iz matematike 

420. Na osi simetrije enakokrakega trapeza 
dolociti tocko M 1 iz katere se oba kraka vi- 
dita pod pravim kotom. 

Ce le&i M na srednjici trapeza , pokazati , 
da je krak trapeza enak njegovi srednjici. 

Tocko M moramo dolociti tako, da bo 

BMC = 90°. Tocka M je torej secisce osi 

simetrije z kroZnico, ki ima krak BC za pre- 
mer. Tako dobimo dve tocki, M x in Ai 2 , iz 
katerih se oba kraka vidita pod pravim ko- 
tom, vendar to le v primeru, da je ispolnjen 
5 a + c b . a -f c 

pogoj — < r oz. — — < y t. j. 2 < b > 

torej, da je krak vecji od srednjice. V prime- 
ru, da je krak enak srednjici, je resitev le ena, 



torej le ena to£ka Af, iz katete se oba kraka 
. « , a -\- c 

vidita pod pravim kotom. Ce je b = — — — , 



33 


b a -he s . 

potem je r = — = r— - — = — in tocka Af 

le2i na srcdnjici. Ako pa je krak manjsi od 
srednjice, naloga ni resljiva. 

Vilko Macek , 3. b r. 2. g. Ljubljana 
421. Skratiti razlomak u algebarskom izrazu 
2 (x 2 — 1) x 2 + 5* + 6 

7 ( X) ~ x 2 -h x - 2 7 x 2 + x - 6 5 

zatim resiti nejednacinu f (x) < 0. 

2 (x 2 — 1) x 2 + 5x + 6 
x- l x — 2 x 2 -r x — 6 
_ 2 (x + 1) (x — 1) (x + 3) (X 4- 2) _ 

(x + 2) (x — 1) (x + 3) (x — 2) 

2 (x 4- 1) x + 2 x 2 — 6x — 8 


x + 2 x — 2 
x 2 - 6x - 8 


(x 4- 2) (x — 2) 

< 0. Razlikujemo dva slu- 

(x 4- 2) (x - 2) 

caja 3 za cije ce vrednosti / (x) biti manje od 
nule : 

I. /(*) i ^ x 2 — 6x — 8 < 0 /(x) i < 0 3 

ako 3-|/l7<*<3 + |/l7 
/ (*)* = (* + 2) (x — 2) > .0 / (x) 2 '> 0, 
ako — oo < x < — 2; 2 < a: < + oo 

II. /(x)i = x 2 — 6 a: — 8 > 0 / (x)i > 0, 

ako — oo < * < 3 - l/l7; 3 + ]/\l < X < + OO 

/ (*)* = (x + 2) (x — 2) < 0 V(*) 2 < 0, 

ako — 2 < x < 2. 

Trazena rjesenja su 


- 2 < x < 3 - | 17 
2 < a:. < 3 + j/17 


Bazler Miklos> 3. r. g. Sombor 

422. ffama cy dea i^ena no3umueua 6poja a 
u 6, mano da je 

a — 27 a 

а) H3pa3iimu a y (fiyuKifuju od b. Ha oc - 
uoey moza noK.a3amu da je b Mynmunn ( eu - 

meKpamnuK) 6poja 4 « da ce pa3AOMan — 

b 

Mootce u3pa3umu y odAuny 

27 4- 9k 
4k 

zde je k i^eo no 3 umuean 6poj. 

б) noKa3amu da dpojeeu a — 27 4- 9k u 
b = 4k 3adoeo.'baeajy (1). Odpedumu epednoemu 


k 3a Koje ce pa3AOMax — uaAa3u u3M.el)y 5 u 10. 
b 


a) 1 .. u MHOKeiba (1) ca b (b 4- 12) ao- 

9 b 4- 108 

onja ce j e a = . 

4 

JJa 6n a 6ho ijeo 6poj Mopa Aa je 9b /je- 
JBHBO ca 4. OBaj ycnoB je ucnyrbeH 3a b=4k. 
a 9b 4- 108 7 7 a 27 4- 9k 

b 


4b 

3a k = 1, 2, 2 , . . 


sa b = 4k, — = 

b 4k 


6) 3aMeHOM 3a a = 9k 4- 27, b = 4k y (1) 
flobuja ce hachthuhoct JieBe h A^cne crpaHe 
iuto 3HauH Aa o6e bpcahocth 3aAOBOJbaBajy 

(D- 


a 27 4- 9k 

10 > — > 5 (2) hjih 10 > — — — > 5 
b 4k 

27 7 27 

iuto je ncnyiteHo 3a — > k > — . 


Kano je k ijeo 6poj to je (2) 3aAOBOJbeHO 
3a k = \ , k — 2. 


Hyman MuAaiuunoeuh 
CBp. yq. 4 p. r. Cmca. llajiaHKa 

423. Dokazati da je broj 2 55 4~ 1 deljiv sa 11. 
Ako je broj 2 55 4- 1 deljiv sa 1 1 mora biti 
(2 55 4- 1) : 11 jednako nekom celom broju. 

Dati broj moze se napisati i ovako: 

(2 6 ) 11 4- in = (2 5 4- 1) (2 50 - 2 45 4- 2 40 — 2 35 4- 
+ 2 30 — 2 25 4 - 2 20 — • 2 15 4 - 2 10 — 2 5 4 - 1 ) = 
= 33 (2 50 - 2 45 4- 2 40 — 2 35 4- 2 30 - 2 25 4- 

_i_ 2 ao — 2 15 4- 2 10 — 2 5 — 1) 

odaklc se vidi da je desna strana zaista de- 
ljiva sa 11. 

Jevrosima Stanojevic 
van. uc. 4 r. g. »Sv. Mark.« Nis 


424. Zadanom povoljnom tockom unutar po- 
voljnog trokuta povnei pravac, koji raspolavlja 
povrsinu tog trokuta. 

Neka je A ABC zadani povoljni trokut, a 
u njemu povoljno zadana tocka P x (si. 1.). 
Trokutu ABC naertamo perspektivno slican 
trokut A 1 B l C 1 s obzirom na teziste T tako da 


C 



SI. l. 
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P x lezi na obodu &A l B l C 1 . Spajamo P x sa 
C x , polovistem S x stranice A x B l paralela 
S X M X R P X C X (SI. 1). 

aa x s x m x + am x s x c x = aa x s x m x + AM x S x P x 

A A X S X C X = A A X P X M X 
A A X B X C X I2 = A A 1 P 1 M 1 . 

Prema tome P X M X raspolavlja trokut A X B X C X . 

Ako je faktor linearncg povecanja k, t. j. 
AB = k • A X B X , bit ce: 

A ABC = k 2 • A A X B X C X , zatim: 


A APM = k 2 . A A 1 P 1 M 1 = £ 2 • 

5 A = ** . i . — p gC = \ . A ^SC. 

2 2 k 2 2 


Medutim PAf ne prolazi tockom P x ! Sada 
treba jos A APM pretvoriti u A AXY tako 
da kut A ostane sacuvan, a XY da prolazi 
tockom P x . (SI. 2 izdvajamo radi vece ja- 
snoce.) XPYM mora biti trapez, dakle 

AX : AP = AM : AY , 

t. j. treba konstruirati to£ku y tako da bude 
• AM = AX - AY = d* (duzina d je geo- 



metrijska sredina poznatih duiina AP i AM). 
Da dodemo do Y u analizi zadatka povucemo 
P x T\\AM y TYy XV il TY. Vrijedi: 

AT :AY = AX :AV> AT- AV=AX -AY = d 2 , 

dakle AV = d 2 : AT, t. j. mozemo poznatom 
konstrukcijom trece geometrijske proporcionale 
dobiti tocku V, koja je potrebna za konstruk- 
ciju y. Nadaljc je 

TP X : AY = TX : AX — YV : AV, 

odatle AY • YV = AV • TP X = v 2 (AV i TP X 
poznato). Duzinu AV treba tockom Y razdi- 
jeliti na dva odreska tako da im je produkt 
jednak v 2 . Nad AV polukruznica ; paralela u 
visini v; iz sjeci§ta okomica na AV; noziste 
je Y. Spojimo Y sa P x i konacno dobivamo 
trazeni pravac YX koji prolazi tockom P x a 
raspolavlja A ABC. 


Jo$ jedan nacin . Neka je M povoljna toika 
u povoljnom trokutu ABC (si. 3.). S’ je po- 


C 



SI. 3. 


loviste traZene duzine ED koja raspolavlja 
trokut (SE = SD). Iz trigon. formule za po- 
vrsinu trokuta imamo 


4 xy : be — 1 : 2, xy = — 
8 


p : 2x = (2y - q) : 2 y 

„ be 

py + qx = 2 xy = — 

bepq 

Pqxy = —g~, u = py, v = qx 

be bepq 

u + V = —y UV = — — 

4 8 



Sad je odredeno x i y t. j. to£ka S’. Spoj- 
nica SAf je trazeni pravac. Zadatak ima op- 
cenito 6 rjesenja. 

Napomena urednistva. Zadatke rijesili Mesi- 
hovic Behded (2 nacina), Paar Vladimir, Lu- 
gomirski Dragoslav, Pohar Florijan, Arande- 
lovic Dragoljub, ali njihova su rjesenja stigla, 
kad je list vec bio u prelomu. 

425. Nadi jednadzbu kruznice , koia prolazi 
sjeciStima pravea s == y + x — 3 = 0 i kruz- 
nice k = x 2 + y 2 — 2x — 4y + 3 = 0, a do - 
tice pravac t -f 1 = 0. Zadatak zadovo - 
Ijavaju dvije kruznice: pod kolikim se kutom 
one sijeku? 

Koordinate sjecista kruznice i pravea su rje- 
§enja jednad2be kruznice i jednadSbe pravea: 
T x (0,3) i T 2 (2,1). Nadopunjavanjem dobi- 
vamo za jednadzbu kruznice: 

* = (x - l) 2 + (y - 2) 8 - 2 = 0 
i od tuda je p = 1, q = 2 i r 2 = 2. 
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Sve kruznice, koje prolaze tockom l\ od- 
mosno T 2 moraju zadovoljiti jednadzbe 
p 2 + (3 - q) 2 = r 2 
(2 - p) 2 + (1 — q) 2 = r 2 . 

Obavimo kvadriranja, zbrojimo jednadzbe 
uredimo dobivamo uvjetnu jednadzbu 

P 2 + q 2 — 2p — 4q + 7 = r 2 . (1) 

Oduzimanjem gornjih jednadilbi dobivamo 
q = p + 1 

/to je jednadzba simetrale na kojoj se nalaze 
sredista svih kruinica, koje prolaze tockama 

T t i r 2 ). 

Treci uvjet je da pravac y = — 1 bude 
tangenta kruznice: 

(q + l) 2 = r 2 . 

Stavimo li za q = p + 1 dobivamo r 2 = 

= (p 2) 2 i to uvrstimo u uvjetnu jed- 
nadzbu (1). Dobivamo: 

p 2 — 8p = 0 . 

Od tuda je p, = 0, qi = 1, r 2 = 4 i P 2 — 

<? 4 = 9, r 2 2 = 100. 

Trazene kruznice su- 

k x x 2 + (y — l) s = 4 

*. (* - 8) 2 + (y - 9)* = 100. 

Koeficijent smjera tangente kruznice k x u 
tocki T t (0,3) je a x = 0, a koeficijent smjera 
tangente kruznice k, u tocki 7, (0,3) je 

a 2 — y , pa se kruznice sijeku pod kutom 

xg 4-=y» <!»~53»8\ 

Ivan Andric, 3. c r. 5. g. Zagreb 

426. Tanna A neoicu na npaeoj p x =2x — 

y 7=0, a manna B ua npaeoj p 2 — x-\- 

4- y — 9 = 6. Kpye K, KOMe je dyotc AB 
npennuKy uMa ifenmap y mannu 5(1 > 4 ); on 
cene npaey p x y mannaMa A u D y a p 2 y B 
u C. Haf)u noepuiuny nemeopoyejia ABCD ! 

Hena cy KOopAHHaTe Taqne A (Xijyi), a 
B(x 2 y 2 )> nornxo je 5(1,4) cpe A HHa 
AB cJie A yje 

4 *1 + *2 . ^1 + 3*2 

1 = — - — h 4 = 2 ~ * 

0 A aKjie je 

x x — 2 — x 2 ; 34 = 8 — y 2 . (1) 

Kano Tanna A jie>Kii Ha npaBoj p x HMaMO 
CHCTeM je A HannHa: 

2 (2 — x 2 ) — 8 + y 2 + 7 = 0 

x 2 + y 2 — 9 = 0 

unjH cy KopCHH x 2 = 4 i» y 2 — 5 KoopflHHaTe 
Taune B. 


H 3 (1) flo6njajy ce KOOpflHHaTe Taune 
AC— 2, 3). 

BejiHUHHa 

AB = ^(x 2 — X!) 2 + (y 2 — yi) 2 = 2 /10 
u t = |/l0. 

Kpyr K mia je;uiaunny 

(x— l) 2 + (y — 4) 2 = 10 
hjih nocjie cpef)HBaiBa 

x 2 ~h y 2 — 2x — 8y + 7 = 0. 

OBa je A Ha^HHa ca jeAHaqiiHOM npaBe p x 
OApel)yi e KOop A HHaTe Taqana A ii D (0,7), a 
HCTa je A HaqHHa npyra ca npaBOM p 2 Aaje 
Koop A HnaTe Taqana B w C (2,7). 

KoopAWHaTe Tanana cy : A ( — 2,3), B (4,5), 
C (2,7), D (0,7). 

rioBpuiHHa P ABC d = Pabc + P ACD- 
rioBpiiiHHa Tpoyrjia H3paqyHaBa ce npeMa 

p = ^ [x x (y 2 — y 3 ) + x 2 (y 3 — yO + ^3 (yi y 4 )] 

na je 

Pabc = 8, a = 4 na je P^bcp = 12 - 

BenoHCKU JJpatOMup, 4/2 2 r. 3peH>aHHH 

427. Zadana je baza istokracnog trokuta a 
i kut na vrhu Kolika je udaljenost srediUa 
opisane i sredista upisane kruznice? 

Kad je a = 60° srediSte opisane kruznice 
(S) i srediSte upisane kru?.nice (.S,) nalaze se 
u istoj tocki, te je udaljenost d = 0; kad ie 



a < 60° vidi se prema si. 1, da je d = v — 
_ r — p; kad je a > 60° (na si. 2. oznacena 

je udaljenost s dj) <*, = *>-(«- p) — (v-r) = 
= _ v + r + p ili d x = - (o - r - p) = - d. 

Vrijednost v — r — p izracunat cemo iz 
si. 3. Bit ce: v = ~ cte yj nadalje iz 2r = 

= - dobivamo r = ^ — ; — j isto tako ima- 

sin a 2 sin a. 


v 
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U3pa3u noMohy (fiyuKiiuje cuuyc u odpedu en- 
cmpeMHy epednocm moe 36upa. 

Ca6npait>eM ABajy cjihhhhx njrcanoBa (sin y 
cos) /jo6nja,\vo: 


Sada je: v - 

— v — o 

a a 

a 

r p — 

2 sin a 

a ( „ 

a \ 

a f a 

1 

— —tg ( 45° 


— \ctg — 


2 \ 

4/ “ 

2 [ 2 

sin cl 



1 1 

sin 2 x cos 2 x 

1 1 
tg 2 x Ctg 2 X 


1 

sin 2 x ( 1 — sin 2 x 
tg 2 x + ctg 2 x = 


2 sin A x — 2 sin 2 x + 1 


sin 2 x (1 — sin 2 x) 


1 


— - = 1. 


1 

sec 2 x cosec* x 

Ako ropKbH 36np osHaMHMO ca y xa/ja je: 
2 — sin 2 x -f * 2 


y = 


: — K 


sin 2 x (1 — sin 2 x) sin 2 x (1 — sin 2 x) 

npomnpHBaH>eM npsor njiaHa na /jecHoj 
cxpanH jeAHai<ocTn ca 4 flobnjaMO 


y 



sin 2 2x 


HiMeniiJiai^ sin 2 2 x nwa eKCTpCMHy Bpejj- 
hoct 1 na je encxpeMHa Bpe^Hocx (mhhumym) 
cJ)VHKi^Hje y = 7, a nocxn>Ke ce 3a 


7C klZ 7T 

x = 1 = — (2k 

4 2 4 ^ 


1 ). 


BenaucKU UpazoMup , 4 2 2 r. 3peH>aHHH 
429. Za koje vrijednosti od m ima jednad&ba 
cos 2x — 2m cos x 

rjeSenja? 

Zadanu jednadzbu mozemo pisati 
2 cos 2 x — 2m cos x — 1 =0. 

Sada treba ispitati, koliko korijena ima ova 
jednadzba izmedu — 1 i +1. 

Nacinimo / (— 1 i/(l) nalazimo: 

/(- 1) = 2m + 1 /( 1) = - 2m + 1. 

Harmonijska invarijanta I — ~ 6. 
Transformirana je jednadzba 

(1 — 2m) y 2 — 6jy -f 2m -f 1 = 0 
D = 36 + 4 (4 m 2 - 1) = 16 m 2 -f 32 ^ 0. 
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Kako vidimo D > 0 za bilo koju realnu 
vrijednost od m. Descartes-ov je niz 

— 2m + 1 - 6 2m + 1. 

Karakteristicne su vrijednosti: 

1 £ 

- Y 5 2 * 

Razlikujemo ove slucajeve: 

1 

1. — CO < m < - 

Descartes-ov niz ima predznake 

Jedan korijen je izmedu — 1 i +1. 

Kako je a/(— 1) < 0 za razmatrani inter- 
val, af( 1) > 0, to je x x < — 1 < x % < 1. 

Veci je korijen izmedu — 1 i 4- 1. 

2. L < m < — . Descartes -ov niz ima 


predznake 

Zadana jednadzba 


ima oba korijena izmedu 


- 1 i + 1 t. j. 
1 

3. — < m < oo. 
9 


1 < x x < x a < 1 . 


Descartes-ov niz ima 


predznake 

- - + 

Jedan je korijen izmedu — 1 i *f k 
Kako je fl/(- 1) > 0, af { 1) < 0 za pro- 
matrani interval, to je — 1 < x x < 1 < *a- 


Manji je. korijen izmedu — 1 i + 1- 

Iz ovog proizlazi da zadana jednadzba ima 

dva rjesenja, ako se , 3 m cc nalazi u intervalu 

11 1 1 . , 

t j. < m < — , a jedno 

2 2 2 2 


1 . 

rjesenje izvan tog intervala t. j. m < — i 


m > JL. Veci je korijen rjesenje zadane jed- 

1 •• 1 
nadzbe za m < a manji za m > ^ . 

Ako je ,,m cc jednako karakteristicnim vri- 
jednostima onda imamo: 


1 1 

] m onda je cos x — — 1, cos x — — 


71 

ili x = (2k -f- 1 ) 7r i x = ± — + 2fc7r. 


2. m == — onda je cos x = 1, cos x = 


1 

2 


ili x — 2k tz i x = ± -y + 2k re 

gdje je (k = 0, ili bilo koji cijeli broj). 

Marinovic Ante , 3. g r. 7. g. Zagreb 


430. nejednadSbu 

3 cosx — 2 

4 cos 2 x — 1 


< 1. 


Izraz 


3 cos x 


prenesemo na desnu 


4 cos 2 x — 1 

stranu nejednadzbe i sredimo. Izlazi: 


3 cos x — 2 

1 7 > 0 

4 cos 2 x — 1 

4 cos 2 x — 1 — 3 cos x + 2 


ili 


§ to daje 


4 cos 2 x — 1 
4 cos 2 x — 3 cos x + 1 


> 0 , 


> 0 . 


4 cos 2 x — 1 

Diskriminanta brojnika je negativna (D — 
= b 2 - 4ac = 9 - 16 = — 7); stoga ce, s ob- 
zirom, da je koefieijent uz kvadratni clan po- 
zitivan, biti brojnik uvijek t. j. za svaku re- 
alnu vrijednost varijable isto pozitivan. 

Da nejednadzba bude zadovoljena treba 
biti i nazivnik uvijek pozitivan t. j. treba 
biti 4 cos 2 x — 1 > 0. 

1 

Otuda slijedi: 4cos 2 x>l ili cos 2 x> — 

1 . 1 

ili cos x < — — i cos x > — . 

Lukovi izmedu 0 i 2 tt, koji zadovoljavaju 
tim nejednadzbama, jesu 

7T 271 4?T 5?r ^ ^ 9^ 

0 < x < — 5 y - < * < y > ~3 < x < 2 *' 

Imenlek Mladen , 3. g r. 7. g. Zagreb 

431. Koncmpyucamu mpoyzao KOMe je 3a- 
dauo a* b u cuMempaAa s Y yzAa y. 



Hena je to Tpoyrao ABC. IToByijHMO, 
najnpe AD II EC n npo^y>KHMO crpaHy a na 
heMO ao6hth paBHOKpaKH Tpoyrao ACD , jep 
je ADC = <£ BCE h CAD = .4C£, 

a jjaTO je Beh A a ) e ACE — BCE . 
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IIoiiiTO je ^ DAB cjrnqaH «£ CED cjieAyje 
oahoc : 


AD : s y = (a + b) : 

ad = ?E°±»' 


H OAaTJIC 


JXaKJie, AD Hajia3HMO Kao qeTBpTy npo- 
nopuHOiiajiy na heMO jiano KOHCTpyncaTH 
paBHonpaKH Tpoyrao ACD. Ako 3 aTHM H 3 
npxa C OBor Tpoyma noByqeMO napajiejiy 
OCHOBHAH AD H Ha H>oj yOUIIMO Taqny E 
Tano Aa je CE = s y na Kpo3 Taqi<e A h E 
noByneMO npaBy, y npeceny Te npaoe c npo- 
AyweTKOM crpane DC Hajia3iihe ce Tpehe 
TeMe B TpaH<eHor Tpoyrjia. 

JX a 3aAaTan 6yae Moryfa, wopa Aa je 
AD < 2b h OAaTJie H 3 Jia 3 H .nano 



UltAMuh PartiKO , CBprn. yq. r. IIpoKynjbe 


432. Rije&ti sistem iednadSbi : 

2x — 3jy + z — — 3 
x — y + 2z = 2m — 1 
x + 3jy — 2z — 2m — 13. 

a) Odrediti m tako da x, y i z budu pozi - 
tivni brojevi, zatim poredati te brojeve po ve- 
il cini. 

b ) Vodeci racuna o uslovu iz a ) odrediti m 
tako da x, y i z budu stranice trokuta ABC. 

c ) Neka m zadovoljava prethodne uslove . 
Da li se moze m odrediti tako da z bude hi - 
potenuzay a x i y katete istog pravokutnog 
trokuta ? 


Rijesivsi zadani sistem jednadfcbi dobivamo 
x — m — 5 y — m ~ 2 z ~ m \ 

a) Da bi x, y, z bili u isto vrijeme pozi- 
tivni, mora biti m > 5. 

b) U trokutu jc najveca stranica manja od 
zbroja drugih dviju stranica. U naSem slu- 
caju je: 2 < x + y, t. j. 

m + l < m — 5 + m — 2 iU m > 8. 

c ) Ako su x, y i z stranice pravokutnog 
trokuta, to je (m + l) 2 = (m — 5) 3 + (m — 2) 2 , 
rjeSavanjem dobivamo kvadratnu jednadzbu 

m 2 — 16 rn + 28 = 0, m x = 2, m 2 = 14. 

Buduci da mora biti rn > 5 zadovoljava 
samo m 2 = 14 pa su stranice x = 9, y = 12, 
z — 15. 

Mitar Zdenkoy 4. b r. 6. g. Zagreb 


433. Zadana su dva jednaka kruga polu- 
mjera r, koji se doticu. Odredi geometrijsko 
mjesto tocaka T , za koje tangente na oba 
kruga imaju stalan zbroj Xr (X > 2). Diskusija 
dobivenog geometrijskog mjesta. 


Zadane kruznice k x i k 2 smjestimo u Dcs- 
cartes-ov koordinatni sustav tako da se do- 
ticu u ishodistu, a sredista da leze na osi x- 
Tada je S l (r 9 0), S 2 (- r, 0). 

Uzmimo tocku T (x, y) izvan kruznica. 
Imamo po Pitagori t 2 = ST 2 — r 2 . 

Duzina je tangente na kruznicu k x 

1 1 = }/(x- r'f+y* - r s = |/* 2 - 2rx + _y* 
a na kruznicu k 2 

h — )/ (% + f) 2 + y 2 — r 2 = j/x 2 + 2rx + y 2 

Tada po zadatku mora biti 

h + t 2 = Xr t. j. 

/x 2 — 2rx + y 2 -f- /x 2 + 2rx -f j; 2 = X r. 

4 (X 2 — 4) x 2 + 4 X a y = X 4 r 2 , 

x 2 y 2 

+ — — = 1 . 

X 4 r a X 2 r a 

47^-4) 4 

Geometrijsko mjesto trazenih tocaka T je 
dakle elipsa, kojoj su poluosi 


X 2 


X. 


2 ^ 5^.-4 2 

Diskusija. Da bi elipsa bila realna, mora 
biti a > 0, b > 0. To je uvijek ispunjeno kad 
je X > 2. Za X — 2 poluos a jc neizmjerno 
velika, poluos b == r, pa elipsa degenerira u 
paralelne pravee y = r i y = — r. Rjesenje 
zadovoljava samo u intervalu x l = — r, x 2 = 
= r. Poluos a uvijek je ^ 2r, jer je 


(X 3 - 8) 2 ^ 0, X 4 ^ 16X 2 - 64, X 2 ^ 4 j/x 2 - 4 

pa je a ^ 2r, 6 > r. Ujedno razabiramo, da 
je uvijek a > b. 

Ala rangunic L jubo 
svrS. uc. 4. r. g. »B. Ribar«, Zagreb 


RijeSili zadatke iz 4. broja 

Andric lvan> 4. c razr. 5. g. Zagreb, 420, 421, 

422, 423, 425, 426, 427, 428, 429, 430, 432; 
Bazler Miklos 3. r. g. Sombor, 420, 421, 422, 

423, 427, 428, (djel.), 429, 432; Imensek Mla- 
den , 3. g r. 7. g. Zagreb, 421, 422, 427, 430, 
432; Macek Vilko 3. b r. 2. g. Ljubljana, 420, 
421, 422, 423, 426, 427, 428, 429, 430, 432, 
433; Marangunic Ljuboy svrs. uc. gimn. »Br. 
Ribar«, Zagreb, 420, 421, 422, 423, 425, 426, 
427, 428, 429, 430, 431, 432 433; Marinovic 
Antey 3g r. 7. g. Zagreb 421, 422, 423, 425, 
426, 427, 429, 430, 432; Aiatosin Spiroy 4. d r. 
5. gimn. Zagreb, 421, 427; Mesihovit Beh - 
dedy svrs. uc. g. Alostar, sve zadatke; Mitar 
Zdenkoy 3. b raz. 6. g. Zagreb, 421, 422, 427, 
430, 432, Paar Vladimir 4. a r. g. »B. Ogri- 
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zovic«, Zagreb, sve zadatke; Randelovit Nenad, 

2. razred gimnazije Cuprija, 423; Stanojevic 
Jevrosirna , vanr. ucenik 4. razred gimn. »Sv. 
Mark.«, Nis, 420, 421, 422, 423, 425,426,427, 
428, 429, 430, 432; Sabanac Alija 3 2 raz. g. 
Mostar, 420, 421, 422, 423, 427, 430, (djel.) 
431, 432, (djel.) Saub KreSo , 3. b razr. 6. g. 
Zagreb, 421, 422, 427,430, Weisser Marijan , 

2 . d raz. g. Slavonska Pozega, 420 , 421 , 422 ; 
BenaucKU JJpazoMup, 4 2 p. r. 3 peH>aHHH, CBe 
3a,z;aTKe, 424 (acji.)? JlyzoMUpCKU JJpazocAae , 
3 4 p. r. KparyjeBaA, CBe 3 aAaTKe ii 3 y 3 eBinn 
433 ; MujiaiuuHoeuh Hyman cBpiiieHH, yM. 4 2 p. 
r. Cmca. riajianKa. 420 , 421 , 422 , 423 , 427 , 
428 , 429 , 430 , 432 ; Hemuh Mujiau 3 3 p. r. 
TiynpHja, 421 , 422 , 427 , 428 , 429 , 430 , 432 ; 
Onpuijoeufi Cepa$iiM-> 2 2 pa 3 . r. HcroTHH 421 , 
422 , 423 , 432 ; FlomommK 3 /iamKo CBprn. y u. 2 S 
14 6 eorp. r. 420 , 421 , 427 , 431 , 432 , 433 ; 
XomoMCKU nemap , 1 2 p. 1 r. 3 pemamiH 420 , 
432 ; Ule/imuh Pamuo , CBprn. yu. r. ripoKyn- 
jbe 421 , 422 , 425 , 426 , 427 , 431 , 432 . 

Naknadno stigla rjesenja 

Azinovic Luka, 3 2 raz. g. Mostar, 421 (djel.), 
427; Delinic Kresimir, 3 grad. T. 5. »R. B.«, 

Osijek, 421, 422, 423, 425, 426, 427, 428 

(djel.), 431; Imamovit Munever, uc. g. Gra- 
dacac, 420, 421, 422, 423, 425, 427, 4z8 

(djel.), 430, 432; Limburger Macas, 3« r. g. 
Sombor, 420, 421, 422, 423, 427, 431, 432; 
Matosin Spiro, 4d raz. 5 g. »B. Ogrizovico, 

Zagreb, 420, 422, 423, 425, 426, 428, 429, 
430, 431, 432; Pohar Florijan, 3 b raz. gimn. 
Kranj, sve zadatke; ByKcauoeuh M. Mupo, 
ruMH. HhkiuhK, 420, 422, 423, 427, 432; 
Mup'icscKU Eopuc, 3 kji. rn.MH. sMupwe Aucb«, 
ripHJien, 420, 421, 422, 423, 427, 428 (djel.), 

• 

D) Rjesenje zadataka iz fizike 

196. Iz valjka vising H i polumjera R iz- 
reie se s jednog kraja koaksijalni valjak visine 
HI 2 i polumjera baze R/2. Gdje se nalazi te~ 
iiste tog tijela? 

To je tijelo rotaciono homogeno pa se tezi- 
5te nalazi na osi valika. 

Masa — R 1 n H ■ s donje polovice valjka 

JLf 

ima te2i§te u to£ki — . Masa 
4 

r* tt h— y Ri n H ) s = y Rt * H ' s 

. 3 

gornje polovice valjka ima teziste u tocki - 


Sad nademo ordinatu tezista (centra mase> 
tih dviju materijalnih tocaka 
2 mx 


Y = 


2 m 


Y = 


\h\r^H. s+ 3 -H. 3 -R^H.s 


-R*t,H ■ s + l R*k H-s 
2 8 

T H + rz H _n 

1,3 28 H 

2 T 8 

Ordinatu tezista tih dviju materijalnih to- 
£aka mozemo naci i na ovaj nacin: centralna 

udaljenost je — , a udaljenost donje tockc: 

od tezista oznacimo s x. 

— R 2 it H ■ s ■ x = ^-R*tzH 
2 o 

a rjesenje te jednad^be jest: 

Sad je ordinata tezista: 


■(!-) 


r.-X H + Ti H = Ts H 


Paar Vladimir 4. a r. 5. gimn. »B. 0.« Zagreb 

197. Izmedu dviiu kuca razapeto je u£e 
dugo 11 metara. Razmak medu kucama je 10 
metara. Na sredini uzeta objelena je svjetiljka 
telka 10 kp. Kolika je napetost uzeta? 

Ako zanemarimo tezinu uzeta, onda je ko- 
sinus kuta izmedu uzeta i horizontalne spoj- 
nice objesista jednak 

10 

cos 9 = U ’ 

Napetost uzeta Q je 

G 

Q = — ; *) 

2 sin 9 

gdje je G te^ina svjetiljke, a 


sin 9 


= Vi 


■ cos 2 9 = 


|/21 

TT 


pa je 




10 


2 » Vzi 

IT 


= 12 kp 


Andric Ivan, 3. c r. 5. g. Zagreb 
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198. Gustoca zraka kod 0°C i tlaka 760 
mm Hg je p = 0,001293 g cm~\ Koliko tezi 
l l zraka kod 27° C i tlaka 750 mm Hg? 

Iz enacbe plinskog stanja p V = RT dobimo 


pa je 


P 

— = const. , 
P 1 

Po __ P27 

Po T 0 p27 ^27 


760 

0,001293"T 273 = 
0,001293 • 273 . 750 
760 300 


750 

= 0,001 1612 g cm~ 3 . 


Masa m 1 1 zraka je 

m = p - V = 0,0011612 g cm“ 3 . 1000 cm 3 = 
= l,1612g, 
a teSina 11 zraka je l,1612p. 

Macek Vilko , 3. b r. 2. g Ljubljana 

199. Koliki mora biti otpor R zice elektric- 
nog kuhala s kojim se moze 1 l vode od 20° C 
za 8 minuta dovesti do vrenja , ako pretposta- 
virno da se sva toplina dobivena elektricnom 
strujom iskoristi za grijanje vode? Kuhalo je 
prikljuceno na gradsku mrezu od 220 V. 

Kuhalo mora za 8 minuta izraciti toplinske 
energije 


Q = m e t = 1 . 1 . 80 = 80 kcal , 
t. j. kuhalo moze izraciti svake sekunde 
80000 


8.60 


— 166,6 cal s~ x . 


Prema Joulovom zakonu koji glasi 

V x 

Q — 0,24 ~ t 

imamo : 

Q .,.,*** 0,24.220* 

— =* 0,24-—. , ill 166,6 = * , 

t R R 


t. j. 


/ 


R 


__ 0,24 • 220 3 
166,6 


69 Q. 


Petrovic Ivan> 4. r. g. Koprivnica 


200. Zraka se svjetlosti reflektira na dnu 
staklene posude . Odrediti kut polarizacije , ako 
je a) posuda prazna , b) posuda napunjena 
vodom. Indeks loma za vodu n x = 4\3 , a za 
staklo n 2 = i/2. 

Po Brewsterievom zakonu je tg a —n, kjer 
]e a polarizacijski kot, a n pa indeks loma. 

a) tg a = « 2 «= 3 / a ; a 56° 19' 

, ^ ^2 3 / o Q 

b) tg a = n lt = - = ~ ~ ; a ^ 48° 22' 

n x 4 /a 8 

Macek Vilkoy 3: b r. 2. g. Ljubljana 


Rijelili zadatke iz 4. broja 

Afidrit Ivan , 2. c 5. g. Zagreb, 196 (djeJ.) 
197, 198, 199, 200 (djel); Bazler Miklos , 3 4 . 
r. g. Sombor, 197; Bogovcid Franci , svr. uc. 
g. Brezice, 190, 197, 199: Imensek Mladen , 
3. g r. 7. gimn. Zagreb, 199; Macek Vilko , 
3. b raz. 2. g. Ljubljana, 196 (djel) 197, 198, 
199, 200; Marinovic Ante , 3. r. 7. g. Zagreb, 

197, 198, 199: Paar Vladimir , 4. c raz. 5. g. 
»B. Ogrizovic« Zagreb, sve zadatke; Petrovid 
Ivan, 4. raz. g. Koprivnica, 196 (djel), 197, 

198, 199; Stanojevic Jevrosima , 4. raz. g. Ni§, 
197 (djel.), 200 (djel.). 


Vjezbe za ucenike srednjih skola 

1. Kongruentni brojevi. Kongruencije. 
Djeljivost brojeva 

Uzmimo dva broja na pr. 37 i 23; ako je 
razlika tih dvaju brojeva 37 - 23 djeljiva ne- 
kim trecim brojem na pr. sa 7, t. j. ako je 
37-23 

cio broj, kazemo, da su brojevi 37 

i 23 kongruentni s obzirom na 7. Broj 7 zove 
se moduL te se oznacuje 


37 = 23 (mod 7). 

Tako je na pr. 25 = 1 (mod 8), 13=4 (mod 3). 

Opcenito je a = b (mod w), ako je 

m 

jednako nekom cijelom broju q. 

Izraz a = b (mod m) zovemo kongruencija. 
Takoder je kongruencija 3x = 2 (mod 5), a 
jedno njezino rjesenje je x = 4, jer je 12 = 

= 2 (>W0<2 5). 


PouSci o kongruencijama 


1. Ako su dva broja a i b kongruentni tre- 
cem broju c za modul m> oni su za isti mo- 
dul i medu sobom kongruentni. 


je 


Ako je a = c (mod m), b = c (mod w), 
a — c b — c a — c b — c 


m 


= <7n 


- = $21 


to 


a — b 

= — ~ — — <7i ~ ^2 t. j- cio broj, pa je 
a = b (mod m). 


2. Ako lijeve i desne strane dviju Hi vile 
kongruencija , koje se odnose na isti modul , 
zbrojimoy dobivamo za taj modul valjanu kon - 
gruenciju. 

Ako je na pr. 

13=3 (mod 5) 

18 = 8 (mod 5) 

— 11=4 (mod 5) 
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tad je i 13 + 18 — 11 — 15 ( mod 5) ili 20 = 
= 15 ( mod 5). Opcenito iz a x = b x (mod m), 
a 2 = b 2 (mod m), a 2 — b z (mod m) . . . izlazi 

«+**+«.+ ■•■• *■*!+*. + *•+ •’•• ( modm 

3. Kongruencija ostaje valjana y ako svaku 
njezinu stranu pomnozimo istim brojem. 

Ako je a = 6 (mod m) onda je i m* = nb 
(mod m). Tako na pr. iz 12=5 (mod 7) iz- 
lazi 36 = 15 (mod 7). 

4. Dvije se kongruencije , koje se odnose na 
isti moduly mogu oduzeti. 


Ako je na pr. 

a = 6 (mod m), c = d (mod m), 
tad je a — c ~ b — d (mod m) jer je uz dane 


pretpostavke 


a — c 


b-d 


cio broj. 


5. Ako se lijeve i desne strane vise kongru- 
encija, koje se odnose na isti moduly medu so- 
bom pomnoze , dobiva se za isti modul valjana 
kongruencija. 

Ako je a x = b x (mod m), a z = b 2 (mod m), 
a z == b 4 (mod m) ... , to je i a x a 2 a z = b x b 2 b z . . . 
... (mod m). To je zato, jer iz a x = b x + mq x , 
a 2 — b 2 4 mq 2 , a z = b z 4 m^ 3 izlazi tfi02 a 3 s 
= 4- mQ, gdje je Q neki cio broj. 

Odatle izlazi 

a x a z a z - b x b 2 b z (mod m). 

Tako na pr. iz 5^-1 (mod 6), 10 h= 

4 (mod 6), 4 = — 2 (mod 6) izlazi 
200 = 8 (mod 6). 

6. Kongruencija ostaje valjanay ako se obje 
nj ezine strane podignu na istu potenciju. Iz 

4 == — 1 (mod 5) izlazi 
16 e= 1 (mod 5), 

64 = - 1 (mod 5) i t. d. 

7. Ako oba clana a i b kongruencije 

a = b (mod m) 

imaju najvecu zajednicku mjeru M, koja je 
prosta prema m, dobija se valjana kongruencija , 
ako obje njezine strane podijelimo s M. 

Iz a = aM, 6 = (*M, izlazi da je 
a — b M (cl — ft) 
m m 

cio broj. Kako je po pretpostavci M relativno 
prosto prema m, izlazi da a — ^ mora biti 
djeljivo s m, sto znaci da je a = P (mod m). 

Ako pak M i m imaju zajednicku mieru 8, 
to je M = 8M Z , m = 8m 13 gdje su Af x i m x 
relativno prosti brojevi, to je 

m ( a - P) _ Af i ( a - p) 

m 


cio broj pa se mora m x nalaziti u a ^ t. 
a s? p {mod. m x ) ili a s (J (mod yj . 

Tako na pr. iz 24 = 10 (mod 7) izlazi 
12 == 5 (mod 7), dok iz 24 = 15 (mod 9) iz- 
lazi 8=5 (mod 3), a nije 8 = 5 (mod 9). 

8. Ako je o = 6 (mod m x ), a = 6 (mod m 2 ), 
a == 6 (mod m 3 ), i ako je m = v (m x , m 2 , m z ), 
to je i o = 6 (mod m). 

Svaki se od brojeva m l3 m 2 , m 3 nalazi u 
a — 6, pa se i njihov najm. zajed. visekratnik 
nalazi u a — b. 

Primjena kongruencije na postavljanje 
pravila o djeljivosti brojeva 

Neka je N zadan dekadski broj, on se 
mo£e pisati 

N — a n 10" 4 a n -i 10n_1 + * * * + 

4- a 2 10 2 +a x 10 + a 0 

gdje je a 0 znamenka jedinica, a x znamenka 
desetica, a 2 znamenka stotica i t. d. 

Kako je 10 s 0 (mod 2), 10 2 = 0 (mod 2) . . . > 
to je N = a 0 (mod 2), sto znaci, da je broj 
djeljiv s 2 kad mu je znamenka jedinica dje- 
Ijiva s 2. 

Kako je 

10 2 = 0 (mod 4), 10 3 = 0 (mod 4) . . . , 
to je N = a x 10 4 a 0 (mod 4) t. j. 

Broj je djeljiv s 4, kad mu je dvoznamen- 
kasti zavrletak djeljiv s 4. Sli£no vrijedi i 
za 25. 

Kako je 

10 ss 2 (mod 4), 

to je takoder 

AT = 2a x + a 0 (mod 4), t. j. 

Broj je djeljiv s 4, kad mu je zbroj od dvo- 
struke znamenke desetica i znamenke jedinica 
djeljiv s 4. 

Kako je 

10 3 as 0 (mod 8), 10 4 sb 0 (mod 8), . . . , 
to je N = 100o 2 + 10 a x 4 a 0 (mod 8) t. j. 

Broj je djeljiv s 8, ako mu je troznamen- 
kasti zavrletak djeljiv s 8. 

Slicno vrijedi za 125. 

Kako je I00o 2 4 10^ 4 a 0 == 4o 2 4 2oi 4 
4 a 0 (mod 8), to je broj djeljiv s 8, kad mu 
je zbroj od 4-struke znamenke stotica, dvo - 
struke znamenke desetica i znamenke jedinica 
djeljiv s 8. 

Mjesto 4 a 2 mozemo pisati i — 4a 2 
Na pr. 52152 je djeljivo sa 8, jer je 4 4 
4 10 4 2 = 16 djeljivo s 8 ili — 4 4 10 -r 
4 2 = 8 djeljivo s 8. 
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Kako je 10'= 1 (mod. 9), 10 ! = 1 (mod 9), 
10 5 s 1 ( mod 9), , to je 

N — a n — a n _ , 4- ... + a 2 -f- a, + a a (mod 9), 
To nam kazuje: Broj je djeljiv s 9 , kad mu 
je zbroj znamenaka djeljiv s 9. 

Takodcr izlazi odatle: Ostatak, §to ga do - 
bijemo, kad neki broj podijelimo s 9 isti je, 
kad mu zbroj znamenaka podijelimo s 9. 

Tako na pr. ostatak, 5to ga do’oijemo, kad 
527324 podijelimo s 9 isti kao kad 5 + 2 + 
+ •* "“ 2 -f 4 = 23 podijelimo s 9, ili kad 
- -r 3 podijelimo s 9. Taj je ostatak dakle 
jednak 5. 


Kako je 


10 — 1 (mod 11), 100 = 1 (mod 11), 

1000 s — 1 (mod 11),..., to je 
N m (a 0 + a 2 + a 4 + ...)_ 

— (a, + a, + a, . . .) (mod 11). 

To nam kazuje: Broj je djeljiv s 11, kao 
mu je razhka izmedu zbroja znamenaka na 
neparnim t parnim mjestima djeljivo s 11. 

Takodcr izlazi: Ostatak , Sto ga dobijemo, 
kad neki broj podijelimo s 11, i s ti je, kao kad 
razliku tzmsdu zbroja znamenaka na neparnim 
i parnim mjestima podijelima s 11. 

Kako je 10 = 3 (modi), 100 = 2 (modi), 
1000 - - 1 (mod 1), 10* - - 3 (mod 7), 

10* = - 2 (mod 7), 10* = 1 (mod 7), 10’ = 

165 3 (mod 7), . . . , to je 

N = (a 0 + 3a, + 2 a 2 ) — (a, -j- 3 a t -f 2a 5 ) -f- 
+ (a 6 + 3a, 4- 2a 8 ) — (a 9 4- 3a, 0 + 2a, ,) . . . 

. . . (mod 1). 


Na pr. 523425 je djeljivo sa 7, jer je 

(5 + 6 + 8) — (3 -j- 6 4- 10) = 19 — 19 = o 

djeljivo sa 7. Broj je djeljiv sa 7. 

Neka zgodna pravila o djeljivosti brojeva 
s odredenim brojevima mogu se dobiti da se 
ti brojevi napisu u obliku N = 10 A 4- B, 
gdje je B broj jedinica tog broja, a A broj’ 
kou se dobije iz N, ako mu se izostave je- 
dinice. 


1. Djeljivost s brojem 1. Kako je 

1 — 6 (mod 1), 10 = 3 (mod 1), to je 

N^3A-6B = 3(A-2B) (mod 1). 

Kako je 3 prosto prema 7, N bit ce dje- 
ljivo sa 7, kad je A - 2B = 0 (mod 1). 

Na pr. 1351 je djeljivo sa 7, kad je 135 — 
- 2 = 133 djeljivo sa 7, 133 je djeljivo sa 7, 
icr je 13 — 6 = 7 djeljivo sa 7. Dakle 1351 
e djeljivo sa 7. 

2. Djeljivost s brojem 13. Kako je 

1 — — 12 ( mod 13), 10 = - 3 (mod 13) 


to je 

N = - 3 A - 12B = - 3 (A 4- 4B) (mod 13). 

Na pr. 1729 je djeljivo s 13, ako je 172 4- 
4 - 36 = 208 djeljivo s 13, a 208 je djeljivo 
s 13, kad je 20 4- 32 = 52* djeljivo s 13, 52 je 
djeljivo s 13, pa je i 1729 djeljivo s 13. 

. 3 - Djeljivost s brojem 19. Za modul 19 mo- 
zemo pisati 

1 = - 18 (mod 19), 10 = - 9 (mod 19), 
pa je 

N m - 9 A - 18B - - 9 (A 4- 25) (mod 19). 
Dakle je N djeljivo s 19, ako je 
^ + 2 D = 0 (mod 1 9). 

Na pr. 4484 je djeljivo s 19, ako je 456 
1I1 ako je 57 djeljivo sa 19; 57 je djeljivo sa 
19, pa je 4484 djeljivo s 19. 

Broj N mo2e se pisati i u obliku 

N = 1 00 A 4- B, gdje je B broj, koji se 
sastoji iz desetica i jedinica broja N, a A 
broj, koji nastane, kad u N izostavimo dese- 
tice i jedinice. 

Za neke module nalazimo opet neka jedno- 
stavna pravila o djeljivosti brojeva. 

4. Djeljivost s brojem 1. Kako je 
100 = 2 (mod 7), 

to je 

N=100A+B = 2A+B (mod 1). 

Na pr. 9443 je djeljivo sa 7, ako je 188 4- 
+ 43 = 231, a taj je broj djeljiv sa 7, ako je 
4 4- 31 = 35 djeljiv sa 7. Dakle je 9443 dje- 
ljivo sa 7. 

Moze se takoder pisati: 

1 == - 6 (mod i), 100 as 2 (mod 1), 

pa je 

N = 2A — 6B = 2(A -3 B) (modi), 

8813 je djeljivo sa 7, ako je 88 — 39 = 49 
djeljivo sa 7. Dakle je 9443 djeljivo sa 7. 

5. Djeljivost s brojem 1 1 . Kako je 

1 00 = 1 (mod 1 1 ), 
to je N = A + B (mod 11). 

Na pr. 3245 je djeljivo s 11, ako je 32 4- 
+ 45 = 77 djeljivo s 11- 57442 je djeljivo 
s 11, ako je 574 4- 42 = 616, t. j. ako je 
6 + 16 = 22 djeljivo s 11. 

6. Djeljivost s 13. Kako je 

100 = — 4 (mod 13), 
to je AT = _ 4 A 4- B (mod 13). 

Na pr. 4238 je djeljivo s 13, ako je 
168 4- 38 = — 130 

djeljivo s 13. 
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7. Djeljivost sa 17. Kako je 

100 = — 2 (mod 17), 

to je 

M = — 2 A -f £ = — (2 A — B) (mod 17). 
Na pr. 43265 je djeljivo sa 17, ako je 
864 — 65 = 799 t. j. ako je 14 — 99 = — 85 
djeljivo sa 17. Dakle je broj djeljiv sa 17. 

Jednostavno pravilo za djeljivost nekog 
broja sa 7, 11, 13 dobivamo, ako napisemo 
N = 1000/1 + B. 

Kako je 

1000 = — 1 (mod 7), 1000 = — 1 (mod 11) 

1000 ss — 1 (mod 13), to je 

N ; as — A + B = —(A — B) (mod 7, 11, 13), 
184338 djeljivo je sa 7, 11, 13, ako je 338 — 
— 184 = 154 djeljivo sa 7, 11, 13. Taj je 
broj djeljiv sa 7 i s 11, ali nije s 13. 

1036178 djeljivo je sa 7, 11, 13, ako je 
1036—178 = 858 djeljivo sa 7, 11, 13. Taj 
je broj djeljiv s 11 is 13, ali nije sa 7, pa 
je zadani broj djeljiv s 11 i s 13, a nije sa 7. 

2. Kosa projekcija 

/. Uvod: Nacrtna (deskriptivna) geometrija 
je nauka, koja nas uci predociti (i istrazivati) 
prostore, geometrijske lukove (i tijela) i njiho- 
ve odnose. U to ime ima i svoje metode rada. 



Obradujuci pocetke nacrtne geometrije u na- 
sem listu u proslogodisnjem 1. broju (na 
pocetku) prikazuiuci mctodu nacrtne geome- 
trije i vrstc projiciranja kazali smo ovo o 
kosokutnom (ili klinagonalnom) projiciranju 
(si. 1): U ovom projiciranju povlacimo kroz 
tocku prostora*/! kos pravac prema ravnini 


projekcija ( 7 r) pod kakvim god kutom a. Taj 
kut a ostaje za cijelo projiciranje (svake nove 

tocke) isti. Probodiste kosog pravca s tt je A 
i to je kosa projekcija tocke A na ravninu tc uz 
kut a. Slicno je za tocku B i svaku novu tocku. 



Si. 2. 


U si. 2. prikazan je isti predmet (vez drve- 
ne grade) u perspektivi (a) ortogonalnoj pro- 
jekciji (b) i kosoj projekciji (c). Vidimo, da 
je perspektivna slika plasticna (zorna) ali nije 
mctricna, ortogonalna projekcija je mctricna 
(ali nije plasticna) — a kosa projekcija toga 
predmeta je neka sredina izmedu prve dvije. 
Ona je plasticna (ali ne kao perspektivna slika) 
i mctricna (ali ne onoliko kao ortogonalna 
projekcija). Ovdje cemo prikazati potanje koso 
projiciranje i primjenu toga na prcdocivanje 
tijela. 

Buduci je dojam koji ostavlja kosa slika 
predmeta otprilike takav kao kod perspektive 
neki zovu kosu projekciju i paralelnom per - 
spektivom. 

II. Pravila za koso projiciranje: Pojam ko- 
sog projiciranja ponovili smo u uvodu. S tim 
ie data i projekcija tocke. Evo daljnjih sa- 
znanja o tome: 

1. U si. 3. je u ravnini tc tocka A , a duzina 
b je || sa 7 c. Kosa slika tocke A bit ce sama 
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ona t. j. A ?= A. Kosa slika duzine b je b i 
6 ~jj b. — Nadalje vidimo iz slike i odnosa u 
njoj d? je b = b . 

2. U si. 4. je duSina ~~AB kosa prema tt i 
krajem A je u tt, a lezi u pravcu p . Smjer kose 
slike pravca p (p, p 19 pi . • ovisi o smjeru 
projicirajucih zraka kroz taj pravac. — Kosa 
slika duzine toga pravca u istom smjeru prav- 
ca p bit ce veca ili manja §to ovisi o smjeru 
projicirajuce zrake kroz B (drugi kraj duzine). 
Ako je ona pod manjim priklonim kutom 
prema 7 r slika duiine bit ce veca, a §to je 
prikloni kut veci slika du2ine je sve manja. — 
Ako je kut projicirajuce zrake prema n jednak 
priklonom kutu pravca p duzina ce se proji- 



cirati u tocku. (Razmotri si. 4. i uporedi 
P> Pi i Pi prema p , a zatim AB X , 'AB 2 i AB Z 
prema AB) 

3. Predocavanje tocke u kosoj projekciji (si. 5. 
U si. 5a skicirana je ravnina n i uzeta u pro- 
storu pred njom tocka T. — Tocka prostora 
je odredcna ako je vezana za stalan pravokut- 
ni koordinatni sustav. (Tri pravca medusobno 
okomita) x, jy, z, koji pocinje u tocki O. 
Osi x i z uzeli smo paralelno sa tu. — Nasa 
tocka T daleko je od ravnine yz u smjeru 
x osi za apscisu x (ovdje 4) u smjeru osi y 
daleko je od ravnine xz zb. ordinatu y 
(ovdje 6) a u smjeru osi z daleko je od rav- 
nine xy za aplikatu z (ovdje 5). — Uz 
zadan smjer kosog projiciranja nastaje u 7r 
kosa slika. Tu su osi x i 2 : zadrzale medu- 
sobno pravi kut, a duzine po x i z os tale 


su jednako velike (x = 4, z = 5) jer su os 
paralelne sa tt. 



Kosa slika osi y , koja je kosa prema 7r ima 
svoj posebni smjer ovisan o smjeru projicira- 
juce zrake a i na njoj duzina y mo2e da 
bude razli£na od 6. 

U si. 5b prikazana je kosa projekcija nasta- 
la u ravnini iz — ali ne vise u skici nego kako 
ona stvarno izgleda. Imamo slike osi x i 2 
pod pravim kutom i po njima (po£ev od O) 
javljaju se du2ine 4 i 5 u originalu. — Kosa 
slika prostorne osi y je y koja zatvara kut a 
sa A- x (pozitivnim smjerom osi x). — Taj 
je ovisan o smjeru kosih zraka pravca pa 
moze da se krece 0° < a <360°. — Kosa 
slika duzine po osi y (ovdje 6) je manja od 



nje u originalu (pa mo2e biti 1 / 2> 1 U> 2 /b • • •) 
ili je jednaka njoj (1) ili je veca od nje (l 1 ^- 
2, 3 . . .) sto ovisi o priklonu kose zrake prema tt. 
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Kosa projekcija ovisi dakle o kutu a koji cirri 
~y sa + x i o kutu pod kojim su nagnute kose 
zrake prema tt Hi drugirn rijecima o prikratu 
Razne kombinacijc za kut a (za koji se obi- 
ino uzima 30°, 45°, 60° i dr.) i za prikratu 
(»/ 2 , »/„ 2/ 3 , 1 i dr.) daju razne vrste kose slike 

istog predmeta. 



5 Duzina AB u prostoru koso polozena pre- 
ma ’tt ( ravninijlike ) ima kosu projekciju vecu 
Hi manju od AB (Hi joj jednaku). — Velicina 
zavisi o polozaju kosih zraka prema tt. 

6. Paralelne i jednake duzine imaju kose pro- 
jekcije paralelne i jednako velike . 

7. Ako tocka C dijeli duzinu AB po odrede- 

nom omjeru onda ce i C dijeliti kosu sliku AB 
po istome omjeru. __ 

8. Santa kosa slika tolke (A) ne odreduje polo- 
2aj tocke u prostoru (A).— [Zapobliie odredenje 
toike A zadaje se jol A' ili A". — Izuzetak 
su toike koje su u ravnini tt 1; tt 2 ili tt 3 ] Ovo 
vrijedi i za duzinu, lik. 

III. Predocivanje tijela u kosoj projekciji: 

1 Nekolike kombinacije kuta a i prikrate- 
po osi >- na slid kocke (si. 7.), Prema ovoj 
slid vidimo da su najljepse slike uz a — 30° 
ili 45° a uz prikratu 1 / 2 ili 1 / 3 . — Prikrata 1 


SI. 6. 

Vje&ba: Predod u kosoj projekciji toCku A 
(5, 8, 6) ako je a = 30° a prikrata */*. (si. 6) 
Rjelenje : Povucem poluzraku Ox i postavim 
na nju okomicu u O i to je os_z. - Pod 
kutom 30° prema + x nacrtam y. — Nane- 
sem po osi x (pocev od O) 5 (dobijem K), 
a po osi z (poCev od O) 6 (dobijem M) dok 
po osi y odmjerim (od O) samo 4 (polovicu 
jer je prikrata »/*) i dobijem L. Nakon toga 
sastavim figuru kao u si. 6. i ona daje kosu 
sliku toike A. 

Napomena: Nije potxebno crtati djelu figu- 
ru ako se hode samo A. na pr.: dosta je od- 
mjeriti OK, iz K \\j i na njoj odmjeriti KA 
(jednak OL ) i iz A' II 2 pa na nju prenijeti 
A' A (= OMy — Iz gornje slike se osim 
kose slike (A) vide_i kose slike projekcija na 

Tvj) 7^2 i TC, (A', A", A'"). 

Na kraju ovih razmatranja i saznanja vidi- 
mo da imamo ova pravila zajzoso projiciranje : 

1. Kut ol Sto ga dim os y sa -f * stalan 
je za djelu sliku; isto toko stalna je za djelu 

sliku i prikrata po osi y koja je izabrata. 

2. Tolka u ravnini slike je istovremeno i 
njezina kosa projekdja. 

3. Sve duzine koje su u prostoru paralelne 
sa osi y u kosoj projekdji paralelne su sa 

smjerom y. 

4. Duzina usporedna sa 7C ima kosu sliku 
paralebiu s originalom i jednaku originalu. 



SI. 7. 
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daje izduzenu sliku. Kada je a = 45° a pri- 
krata 1 takva kosa projekcija zove se kavalir- 
ska perspektiva. Sluzi u vojne svrhe u nauci 

0 fortifikaciji. Savrseno je metricna i u njoj 
su veoma jednostavne konstrukcije. — Manj- 
kavost joj je jedino to sto su predmeti pri- 
kazani u njoj nesto izduzeni. U si. g i h 
imamo prikazane predmet uz pogled ozdo. 

2. Nacrtaj oktaedar (brid a = 4 cm) u ko- 
soj projekciji (a = 30°, pr. 1/2 (si. 8.). 

Rjesenje: Narrtam koordinatni sistem Ox - 
zy, — Uzmcm tocku O i iz nje os a; desno 

1 na nju iz O 1 os z . Trecu os y uzmem 
pod kutom od 30° prema + x. 

Po osi a: nanesem od O desno 4 cm i dobijem 
tocku M y a po osi y odmjerim od O dalje 

2 cm (prikrata 1 \2 od 4‘ cm i eto tocke N. 
Iz OMN paralelama dobijem tocku P. To je 



sredisnji presjek oktaedra. Poznato nam je da 
oktaedar ima 3 osi medusobno okomite i je- 
nako duge. One su dijagonale kvadraticnih 
prcsjeka oktaedra. U slici su one OP i AIN. 
Trebamo pravu velicinu dijagonale. U to ime 
nacrtam kvadrat OAI (P)(A 7 ) nad osi x i nje- 
gova dijagonala je prava velicina oktaedrove 

dijagonale. Uzmem samo pola dijagonale 

i prenesem je na paralelu s osi z kroz 5* gore 
i dolje od te tocke. Time sam dobio R i Q 
vrhove oktaedra koji spojeni sa vrhovima 
srednjeg presjeka daju ostalih 8 bridova okta- 
edra. Na kraju odijelim vidljivi dio tijela od 
nevidljivog tako da bridoye prvoga izvucemo, 
deblje 3 a one drugoga iscrtkamo. 




3.. Nacrtaj u kosoj projekciji (a = 30° prikr. 
1/2) pravilnu sesterostranu prizmu a = 2,5 cm, 
v — 5 cm (si. 9.). Rjesenje: Postavim koordi- 
natni sustav Oxzy. 

Uzmem u sestar 2,5 cm (r) zabodem ga u 
osi x u tocki £ tako da je SO — 2,5 cm i 
opisem kruSnicu iz 5 1 . Podijelim kruznicu na 
sest dijelova pocev od O tako da duzinu SO 
prenasam okolo (kao konstrukcija sesterokuta). 
Dobio sam tocke 1, 2, 3, 4 i 5. (To je slika 
sesterokuta zaokrenuta oko 03 u ravninu xz). 
Vrhovi O i 3 su u ravnini slike i tu im je 
i kosa slika. — Spojim 15 i 24 i to mi daje 
na osi x tocke M i N. Spojnice 15 i 24 tre- 







■ 
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bam prenijeti u kosu projekciju. U to ime 
kroz M i N povucem paralele sa y i uzmem 
pola duzine MA (ili N2) pa prenesem od M 
(ili N) na ove paralele. To mi daje tocke A> 
D iB, C. Redom spajam ieto baze prizme 

koja je sesterokut OAB 3 CD O. U tim 
tockama povucem paralele s osi z i na njih 
odmjerim 5 cm (jer ostaju u naravnoj veli- 
cini kao II sa t r). Time dobijem tocke E F- 
GHIJ koje spojene daju gornji sesterokut 
(bazu) trazcne prizme. — Konacno odijelim 
vidljivi dio od nevidljivoga. 

4. Prikazi u kosoj projekciji (a = 30° 
prikrata 1) tetraedar ( a = 5,4 cm) (si. 10.) 
Da mozemo ovo rijesiti moramo provesti neka 
razmatranja. U si. 10a nacrtali smo istostran 
trokut (a = 5,4) koji je jedna pobocka tetra- 
edra i u njoj povukli visine iz vrha C i A. 

U si. 10 b skiciran je tetraedar i zamisljeni 
ravni presjek kroza nj CMF u kojem je i 
visina tctraedra. — Vidimo da je ta visina 
kateta dvaju pravokutnih trokuta i to prednjega 
CSF i straznjega SMV. U si. 10c ti su tro- 
kuti konstruirani na temelju velicina iz si. 10a. 
Time smo dobili sve elemente za prikaz 
tetraedra u kosoj projekciji. Uzmem koordi- 

natni sustav Oxzy (si. lOd). Na os x pre- 
nesem (iz si. 10a) duzinu A B i tocke 
M te duzine povucem paralelu sa y pa na 
nju prenesem iz iste slike 'MS i MC. Dobio 
sam tocke 5 i G. Spojnice CA i CB daju bazu 
tetraedra. U 6* povucem paralelu sa z i pre- 
nesenu iz 10c na nju visinu tetraedra v sto 

mi daje V a on spojen s A> B i C daje ko- 
naenu sliku tetraedra. — Izvucemo posebno 
vidljive bridove jace. 


t 2 



edar a si. lib prikazan je oktaedar. — Obje 
slike dobivene su iz slike kocke. 

Da dobijemo tetraedar naertamo kocku i 
povucemo u donjoj i gornjoj bazi te kocke 
suprotne dijagonale. Zatim spojimo krajeve 
tih dijagonala. To daje tetraedar. 



Da dodemo do slike oktaedra naertamo 
kocku i u toj kocki pomocu dijagonala pobo- 
caka nademo srediste tih pobocaka. Spojnice 
susjednih sredista daju bridove oktaedra (na- 
pomena: iz slike kocke moze se dobiti i kosa 
slika pentagonal-dodekaedra i pravilna iko- 
zaedra. Kako se i ova tijela ertaju dat cemo 
kasnije obavjestenja). 

prof. Dragan Mutabzija 

Vjezbe za ucenike osmog razreda 
osnovne skole 


1. Izracunaj: 


VI 1\ 

/ 3 \ 

1 ! 

6 — 4-) : 0,003 

(° >3 20 ) ‘ 

1 ^ 

(4- 2 > 65 ) 4; 5 1 


\ 1 

(1,88 + 2- 

) 8.1 


2 

:*i 

4 ^ 1 / 

3- 2 — 


1 / 3 5 

77 

:62 20 + ( 2 4 ^2 

228 ' 


5 2 



Brojnik prvog razlomka u zagradi jest 500, 

nazivnik 1,6 : A = 8: zato je prvi razlomak 
5 


brojnik drugog razlomka je 0,225, na- 

1 9 . 

zivnik — , zato je drugi razlomak — . Prvi je 

2 , 
pribrojnik 

A25 9\ 1241 = 1 

\“2 20 / ' 20 


48 


U drugom je pribrojniku izraz u zaerada- 
ma jcdnak 

11 175 2 _ 627 + 1050— 152 _ 1525 

T + YT” ' 3 ”228 228 3 

zato je drugi pribrojnik jednak 
1525 228 _ 

228 ’ 305 " 

Cijeli je izraz dakle jednak 6. 

2. Uvjeri se da je 


T 

3 

6 

1 \ 

1 

9 

l 

T * 

i 

3 Y 

13 
+ 36 

4 

: r 
1 ~2 

“ io 


3. Odrcdi broj, od koga je 4,8 °/ 0 jednako 
6 + 8,4 : 0,1 

^2 : 0,3 — 4 ~j -0,3125 

Lako se nalazi da je taj izraz jednak 144; 
ako je 4,8°/ 0 nekog broja jednako 144, l°/ 0 
144 

tog broja jednako je — — = 30, a broj je jed- 
4,8 

nak 3000. 


4. Uvjeri se da je 



5. Izradunaj 

A = — 4a 3 _ { — 2a 2 — [8 — 

— ( — 5a 3 — 4a 2 ) 4- 6 a — 5] — 6 a* } . 
Pokus za a = — 2. 

Zagrada se mozemo rije§iti postepeno t. j. 
najprije okruglih, zatim uglastih i onda viti- 
dastih ali i svih odjednom. U tom posljed- 
njem sludaju imamo: 

A =*= — 4a 3 4 * 2a a 4-8 4- 5 a 3 4- 4a* 4* 6 a — 5 4- 
4- 6 a* = a 3 4- 12a* 4- 6 a + 3. 

Pokus : treba a = — 2 staviti u zadani izraz 
i izracunati ga. Imamo 

A =— 4(— 8 ) — 

— { — 8— [8 — (40— 16)— 12— 5] — 24} = 
= 32 — {—8 — (8 — 24— 17) — 24} = 

= 32 — {— 8 + 33 — 24} = 32 — 1 = 31. 
Uvrstimo li za a = — 2 u rezultat, izlazi 
— 8 4- 48 — 12 4- 3 = 31, 
dakle se pokus slaie. 

6 . Izradunaj : A = ( 6 a — 56) 2 — (4a — 3 6)* — 

— (56 — 6 a) ( 6 a 4- 5b). 

Pokus xa a *4, b = — r 3. 


(56 — 6 a) ( 6 a 4 - 5b) — (5b — 6 a) (5b 4- 6 a) = 
= 25 6 2 — 36a 2 , ( 6 a — 5b)* — (4a — 3b)* 
je takoder razlika kvadrata, pa je jednako 

[( 6 a — 5b) 4- (4a — 3b)] [(6a —5 b) — (4a — 3b)] = 
= (10a — 8b) (2a — 2b) = 20a 2 — 36 ab -f 
4- 166 2 , pa je A = 20 a 2 — 3 6ab 4 - 16 b* — 

— 256 2 4- 36a 2 = 56a 2 — 36 ab — 9 6*. 

Pokus za a = 4, b = — 3. 

(24 4- 15) 3 — (16 4- 9 ) 2 — (— 15 — 24) (24 — 

— 15) = 39 2 — 25 2 4 * 39 • 9 = 1521 — 625 4- 

4- 351 = 1872 — 625 = 1247. 

Uvrstimo li te vrijednosti u rezultat, izlazi 
56 • 16 4- 144 • 3 — 81 = 896 4 432 — 81 = 1247. 

7. Uvjefr se slidno da je 

— (2a 2 — 3b*)* — (—2a* — 3b*) 2 — 

— (—2a 2 — 3b*) (—2a* 4- 3b*) = — 3 (4a 4 4 - 3^> 4 ). 

8 . Izra 6 unaj: 

A = (4a — 5b 4- 6 c ) 2 — (5a — 36 4- 2c)*. 

A = [(4a — 56) + 6 c ] 2 — [(5a — 36) 4- 2 c ] 2 == 
= (4a — 5b)* 4- 12c (4a — 56) 4- 36c 2 — 

— (5a — 36) 2 — 4c (5a — 36) — 4c 2 = — 9a 2 — 

— 10a6 4- 166 2 4- 28ac — 486c 4- 32c 2 . 

Zadatak se moze izracunati da se napise 
kao produkt zbroja i razlike t. j. 

A = (4a — 56 4 - 6 c 4 - 5a — 36 4 - 2 c) (4a — 
— 56 4 - 6 c — 5a 4- 36 — 2c) 
i oba faktora reduciraju i pomnoze. 

9. Pokaii da je 

/i=--(a4-6 4- c)(a 4-6 — c) (a — 64-<0 ( — <* 4-6 4- 
+ c ) = —a 4 — 6 4 — c 4 4 - 2a*b* 4 - 2 a 2 c 2 4 - 2 b*c*. 

Kad bismo lijevu stranu izraCunali po pra- 
vilu mnoienja polinoma s polinomom, raCu- 
nanje bi bilo dugo i nespretno. Brze i jedno- 
stavnije dodi cemo do rezultata da se sluii- 
mo formulom (M 4- N) (M — N) — M* — N*. 

Pisat demo: 

A = [(a 4- 6 ) +c] [(a 4- 6 )— c] [c 4- (a—b)] [c — 

— (a — 6 ) = [(a 4- 6) 2 — c 2 ] [c* — (a — 6 ) a ] = 
= (a* 4 - 2a6 4 - 6 a — c*) (c* — a* + 2 ab — 6 2 ) — 
= [2o6 4- (a 2 4- 6 2 — c 2 )] [lab— (a* + b 2 —c*)] = 

= 4a 2 6 2 — (a* + b* — c*)*. 

Sad samo treba iskvadrirati i reducirati. 
Pazi : izraz A znaci kvadrat 4-strukog mjer- 
nog broja povrsine trokuta, komu su mjemi 
brojevi stranica a, 6 , c. 

Izradunaj slidno: 

10. ( — a + b + c + d) (a — 6 -f c 4- ^ 4- 

+ b — c + d)(a + b + c — d) = —a* — b i — 
_ C 4 _ + 2a*b* 4- 2a*c 2 4- 2 a*d* 4- 26*c* + 

+ 2b*d* + 2 c*d* 4 - 8 abed. 


Matematicka ukrstenica 

Marko Kovacina, svr5. ue. gimnazije, Mostar 

U svako kvadratno polje ne dolazi po jedno 
slovo, vec po jedna arapska cifra! Decimalne 
zareze ne treba unositi. 

Vodoravno : 

2. 0/75 0 ’ 75 


5. Broj od koga 25°/ 0 iznosi 2345 

7. Rje§enje jednacine 4 V — 8 

10. Tri znamenke trocifrenog broja Sine gc«- 
metrijski niz. Suma prve i trece odnosi sc 
prema srednjoj kao 10:3. Ako se broj 
koji se dobije kad se poredak znamenki 
obrne umanji za trazeni broj, dobije se 792 

11. log tg 79° 56' 50" 


6. Minimum funkcije 
x 2 3 4 + 4x -f 1375 

8. Rjesenje sistema 2 X • 5 y = 

= 2000, 3 X • 4 y = 5184 
{x pa y) N 

9. Radius kruga upisanog. u 
istokraSan trapez baze 1,2 
i opsega 2,75266 

10. Povrsina ravnostranog tro- 
ugla strane 58,463 

12. Treci, pa prvi clan geo- 
metrijskog reda od tri po- 
zitivna clana, cija je suma 
63, a prvi je clan za 45 
manji od trecega 

14. Kolicnik (< 1) rjesenja jed- 
nacine 

Sx 2 —I36x + 560 = 0 

15. xyz — 49, ako x, y i z zado- 
voljavaju sistem 2x -f 3y = 

19, 2y + 3z = 24, 5* + 

+ 6z = 61 

17. Broj strana u mnogouglu 
sa 17954 dijagonala 

19. Radius kugle opisane oko ^ . 

pravilnog tetraedra brida 823,7 16. Suma neparnih brojeva izmedu 10 l 66 


13. Antilogaritam broja 2,91062 



21. Koji se troznamenkasti broj umanji za 
720 kad mu se posljednja znamenka stavi 
na prvo mjesto? 

23. Diferencija ( d 4 0) aritmetickog niza, u 
kome pocetni clan a — 52,8 pa treci i 
deseti clan cine geometrijski niz 

24. Dva broja (manji pa veci) kojima je arit- 
meticka sredina 88, a njihova razlika je 

rjesenje jednacine ]/x + 2 + V x — 3 = 
= j/3x -f 4 uvecano za 3 

25. Rjesenje jednacine 10 x = 2,6255 

Uspravno: 

1. Volumen kugle radiusa 0,29674 


18. Povrsina (uvecana za 8,13) kruznog seg- 
menta kome je radius 5, a tetiva 8 

20. Dva medusobno normalna radiusa aijele 
tetivu kruga u tri dijela, koji se odnose 
kao 1 : 40 : 1. Kolika je ta tetiva, ako je 
polumjer kruga 318,3? 

22. Koji dvocifreni broj poraste za 72 kad 
mu se cifre izmijene? 

24. U trougao osnovice 10 i visine 3 upisan 
je pravokutnik povrsine 4,8 cija osnovica 
lezi na osnovici trougla. Kolike vrijednosti 
moze imati baza pravokutnika? (Ispisati 
vecu pa manju). 


2. V0, 53884 

3. Radius kruga opisanog pravilnom 54-kutu 
povrsine 78,363, uveSan za 3,1 

3 y > 

4. J/160 989 184 


Rjesenje poslati do 30. XI. 1960. Na kuverti na- 
znacici: „ Matematicka ukr5tenica“. Izmedu ucenika, 
koji pravilno rijese ukrStenicu. zdriiebom ce se odre- 
diti njih 10 i nagraditi matemati£kim knjigama. Rjesenje 
ukrStenice objavic £e se u narednom broju. 

UkrStenica se ne mora izrezivati ; dovolino ie rje- 
senjc na posebnom papiru, citljivo potpisanom. 


Za vrijeme stampanja lista stigla su ova rjesenja 

Iz matematike: PaAOH>nh JXyrnaH, 4 € p. r. >Ct. U[ep«, HHKiiiHh, 421, 422, 423, 425, 426, 
427, 428, 431, 432; Arandelovic Dragoljub , 3 raz. gimn. Svetozarevo, svc zadatke osim 433; 
Petrovic Mato , 2. d r. g. SI. Pozega, 421, 422, 427, 432 i iz fizikc 198. 


IZDAVACKO PODUZECE »SKOLSKA KNJIGA«, ZAGREB 

uz suradnju druStva matematiCara i fiziCara nrh 

1ZDAJE BIBLIOTEKU ZA UCENIKE G1MNAZIJA I SRODNIH §KOLA 

MATERIJA I BROJ 

Do sada izaslo: 

1. I. SMOLEC: Matematika i stvarnost Din 250*— 

2. D. KUREPA: Skupovi „ 340— 

3. F. HRABAK: U svijetu matematickih pojmova i simbola . . „ 260*— 

4. V. VRANIC — V. SERDAR: Statisticke metode 320 — 

Knjige se narucuju kod poduzeca »SKOLSKA KNJIGA«, Zagreb, llica 28. — 2 . Iro 
racun kod Komunalne banke Zagreb 400-703-1-1026. 


Rje§enja, dopise i clanke slati na Urednistvo w-Matein.-fiz. lista«, 
Zagreb, llica 16/III., post, pretinac 165. 

Svim suradnicima! 

Svi rukopisi (osim ucenickih rjegenja) treba da budu napisani 
pisacim strojem, a crtezi izradeni tusem na posebnom cvrstom papiru. 

Rukopisi se ne vracaju. 

Rjesavateljima zadataka 

U rjeSenjima treba uvijek napisati i sam zadatak s rednim brojem, 
ne pozivaju6i se na broj i datum »Mat.-fiz. lista«, u kome je bio 
postavljen. Svako rjesenje zadataka pisati na posebnom pa- 
piru (cetvrtini ili pola arka) i to samo na j e d n o j strani pa- 
pira. — Svako rjesenje treba Citljivo potpisati (ime i prezime), 
naznaCuju6i razred, skolu i mjesto. NeCitljiva i neuredna rjesenja 
ne ce se uopce uzeti u obzir. 

Umoljavaju se rjeSavatelji, da samostalno rjeSavaju za- 
datke ne trazefii nikako pomoci od nastavnika, a niti od koga 
drugoga. Umoljavaju se takoder rjeSavatelji, da propisno 
frankiraju listove, koje Salju naSoj redakciji. 


Savez Drustava matematidara i fizicara FNRJ izdaje dasopis 

NASTAVA MATEMATIKE I FIZIKE 

Pretplata iznosi za clanove druStava matematicara i fizicara 
300 Din, a za skole i biblioteke 400 Din. Pretplatu i narudibe 
slati (sa naznakom za casopis »-Nastava mat. i fiz.«) na ziro 
raiun »-Nastave matematike i fizike« 101-701-5-1262, Beograd 


